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Luku 1

Satunnaisluvut ja
satunnaisvektorit

Téassé luvussa esitellddn pikakertauksena todennékoisyyslaskennan ja tilastotie-
teen peruskursseilta tutut stokastiikan peruskésitteet, joita tarvitaan stokastis-
ten prosessien késittelyssd. Tamé luku kannattaa hypéata yli tai selata nopeasti,
jos kokee hallitsevansa ndmé asiat entuudestaan.

1.1 Todennikoéisyysjakauma

Todenndkoisyysjakauma eli todenndkoisyysmitta (probability distribution, proba-
bility measure) on kuvaus A — P(A), joka liittdd kuhunkin perusjoukon 2 ta-
pahtumaan A C Q luvun P(A) € [0, 1], ja jolle pétee

PQ) = 1
ja
P(Ui4;) = ) P(A)

kullekin aarelliselle tai numeroituvasti ddarettomaélle kokoelmalle erillisid tapah-
tumia. Todenndkoisyysavaruus (probability space) on pari (£2,PP), missd € on
jokin perusjoukko (sample space) ja P on sopivalla perusjoukon osajoukkojen eli
tapahtumien (event) kokoelmalla mééritelty todennékoisyysjakauma.

Yksinkertaisissa tilanteissa perusjoukko vastaa tietyn satunnaisilmion mah-
dollisten realisaatioiden joukkoa. Stokastisten prosessien yhteydessd perusjouk-
ko on usein jokin funktioavaruus tai vield laajempi joukko, jota on tdydennetty
tiettyjen analyyttisten tai algebrallisten tarpeiden mukaisesti. Useimpien sovel-
lusten kannalta perusjoukon hienorakenteella ei ole merkitystd, joten yleensé
perusjoukko mielletdén abstraktina pohjarakenteena, jonka péille tarvittavat
tapahtumat ja jakaumat voidaan maéaritella.

Todennékoisyysjakauman ydinajatus on, ettd havaittavien suureiden tilas-
tolliset tunnusluvut lasketaan jakauman suhteen painotettuina integraaleina.
Ylinumeroituvan perusjoukon tapauksessa joudutaan tapahtuman késitettd taméan



vuoksi rajaamaan, silld toimivaa integraalin késitettd on mahdotonta méaritella
mielivaltaisen patologisten osajoukkojen yli mééritellyille jakaumille. Integroin-
tikelpoinen jakauman késite saadaan méériteltyd ns. mitallisille perusjoukon
osajoukoille, jotka muodostavat suljetun rakenteen komplementin sekd nume-
roituvien yhdisteiden ja leikkausten suhteen. Kaikki tédssd monisteessa esiin-
tyvit tapahtumat ja osajoukot ovat téssd mielessé mitallisia, joten asiaa ei sen
koommin téssd monisteessa késitelld. Integrointiin liittyvid teknisid yksityis-
kohtia kasitellddn tarkemmin stokastiikan ja analyysin jatkokursseilla tai esim.
kirjoissa [JP04, Wil91].

1.2 Satunnaismuuttuja

Satunnaismuuttuja (random variable) on kuvaus X : 0 — S todennékoisyysavaruuden
(Q,P) perusjoukosta joukkoon S. Alkio X (w) on satunnaismuuttujan toteuma
(realization) perusjoukon pisteessa w. Joukon S rakenteesta riippuen satunnais-
muuttujia voidaan kutsua kuvaavammilla termeilld (taulukko 1.1).

Joukko Satunnaismuuttuja

SCR Satunnaisluku

S CR” Satunnaisvektori

S C Rmx» Satunnaismatriisi

Sc{f:2,—-R"} Satunnaisjono, stokastinen prosessi
Sc{f:R, —»R"} Satunnaisprosessi, stokastinen prosessi
Sc{f:R"—=R} Satunnaiskentta

Sc{f:{1,...,n}*> = {0,1}} Satunnaisverkko

S C {R™n numeroituvat osajoukot} | Satunnainen pistekuvio

Taulukko 1.1: Satunnaismuuttujista kiytettyjd nimityksia.

Satunnaismuuttujan X jekauma (distribution) on kuvaus pux : B — P(X €
B), joka kertoo todennikoisyydet tapahtumille

{XeB} = {weQ:X(w)e B}, BCS.

Joukko-opin méaritelmia huolellisesti tarkastelemalla voidaan varmistaa, etta
px on tilajoukon S todennikoisyysjakauma.

Stokastisten mallien yhteydesséd on ldhes aina tarpeen tarkastella useita sa-
malla todennékoisyysavaruudella méaariteltyja satunnaismuuttujia X; : 2 — S.
Talloin jakauma px, kuvaa tarkasti satunnaismuuttujan X; yksittdisen satun-
naisvaihtelun mutta ei kerro mitdén eri satunnaismuuttujien keskindisisté riip-
puvuuksista. Monen satunnaismuuttujan yhteisvaihtelun mallintamista ja ana-
lysoimista varten tarvitaan perusjoukon todennékoisyysjakauma. Todennékoisyysavaruus
(©,P) on siis universaali pohjarakenne, jonka todenn#kéisyysjakauma kuvaa



kaikkien tarkasteltavasta mallista havaittavien suureiden yhteisjakaumat. Pe-
rusjoukon todennékoisyysjakaumasta P voidaan johtaa kaikkien satunnaismuut-
tujien erillisjakaumat px, mutta sama ei pade kédéntéen.

1.3 Diskreetti jakauma

Joukko on numeroituva (countable), jos se on dérellinen tai numeroituvasti &ireton,
jolloin sen alkiot voidaan numeroida positiivisia kokonaislukuja kéyttden. Nu-
meroituvalla joukolla madritelty funktio p: .S — R on pistemassafunktio (pro-
bability mass function)!, jos pitee

pla) >0 ja Y plx) =1

zeSs

Jokainen numeroituvan joukon pistemassafunktio méérittaa todenndkéoisyysjakauman

kaavalla
uB) = > plx), BCS,

zeB

missé mukavuussyisté kiytetddn samaa symbolia seké jakaumalle p : B +— pu(B)
ettd pistemassafunktiolle x +— p(x). Téllainen symbolin ylikuormittaminen on
luontevaa, silld numeroituvan joukon todennikdéisyysjakaumien ja pistemassa-
funktioiden valilla vallitsee yksi—yhteen vastaavuus ylldolevan kaavan mukaises-
ti. Numeroituvan joukon todennikoéisyysjakaumasta kaytetdédn nimitysta dis-
kreetti jakauma (discrete distribution).

Satunnaismuuttuja X : € — S on diskreetti, jos jollekin numeroituvalle
joukolle Sy C S pitee P(X € Sy) = 1. Diskreetin satunnaismuuttujan jakauma
voidaan esittdd pistemassafunktion py : z — P(X = x) avulla muodossa

P(Xe€B) = > pux(z), BCS. (1.1)

x€BNSy

Liséksi diskreetille satunnaismuuttujalle voidaan funktion A : S — R avulla
mééritellyn satunnaisluvun h(X) odotusarvo laskea kaavalla

ER(X) = 3 h(z) pux(a) (1.2)

€Sy

aina kun h > 0 tai ), o [M(z)|px(z) < oo.
Téarkeita diskreettejd jakaumia on listattu taulukkoon 1.2. Taulukkoon mer-
kitty tilajoukko on niiden tilojen joukko, jossa jakauman pistemassafunktio
poikkeaa nollasta. Jokainen taulukon jakaumista voidaan luonnollisella taval-
la tulkita jakaumaksi my6s suuremmassa tilajoukossa. Esimerkiksi Bernoulli-
jakauma Ber(p) voidaan tulkita lukujoukon Z, = {0,1,2, ...} jakaumaksi maarittelemalla

! Pistemassafunktiosta kiytetisin myos nimityksii todennikoisyysfunktio ja pisteto-
dennékoisyysfunktio.



pistemassafunktio kaavalla

u(z) = gfu—pﬂ*, v e {01},

0, muuten.

Jakauma Lyhenne | Tilajoukko Pistemassafunktio
Dirac-jakauma o {a} 1

Diskreetti tasajakauma | Tas(A) A={ay,...,a,} | +

Bernoulli-jakauma Ber(p) {0,1} po(1 —p)t=
Binomijajakauma Bin(n,p) | {0,1,...,n} (;‘)pl’(l —p)
Poisson-jakauma Poi(\ {0,1,2,...} e

Taulukko 1.2: Térkeita diskreettejéd jakaumia.

1.4 Jatkuva jakauma

Ylinumeroituvan joukon S C R"™ tiheysfunktio (density function) on kuvaus f :
S — R, jolle patee

f(x) >0 ja /Sf(x)dle.

Tiheysfunktio méaarittaa joukkoon S todennékoisyysjakauman kaavalla

mmzéﬂ@w,Bc&

mutta kaikilla ylinumeroituvan joukon jakaumilla ei ole tiheysfunktiota. Toisin
kuin numeroituvan joukon pistemassafunktioilla ja jakaumilla, ylinumeroituvan
joukon tiheysfunktioiden ja jakaumien vililld ei ole yksi—yhteen vastaavuutta.
Niitéd jakaumia, joilla on tiheysfunktio, kutsutaan jatkuuviksi.

Ylinumeroituvan tilajoukon S C R™ satunnaisvektori X on jatkuva, jos sen
jakauma on jatkuva. Talloin X:n jakauma voidaan esittédd tiheysfunktion fx
avulla muodossa

P(X € B) = /fX(:B) dr, BCS, (1.3)

ja funktion h : R — R avulla mééritellyn satunnaisluvun h(X) odotusarvo
lasketaan kaavalla

Eh(X) = /S h(x) fx(x)da (1.4)
aina kun h > 0 tai [ |h(z)| fx(x)dz < co.

8



Tarkeita jatkuvia jakaumia on listattu taulukkoon 1.3. Taulukkoon merkitty
tilajoukko on sellainen, johon kaikki jakauman massa on keskittynyt. Jokainen
taulukon jakaumista voidaan luonnollisella tavalla tulkita jakaumaksi myos suu-
remmassa tilajoukossa. Esimerkiksi yksikkovélin tasajakauma voidaan tulkita
koko reaaliakselin jakaumana méarittelemélla

B ldx, BCR.
BN(0,1)
Jakauma Lyhenne | Tilajoukko | Tiheysfunktio
Yksikkovilin tasajakauma | Tas(0, 1) (0,1) 1
Yleinen jva tasajakauma | Tas(A) ACR" (fdx)™!
Eksponenttijakauma Exp()) (0, 00) e
Normaalijakauma Nor(m,o?) | R (2ma?)~1/2 €_<z;§>2

Taulukko 1.3: Téarkeitd jatkuvia jakaumia.

1.5 Satunnaisluvut

Satunnaismuuttujaa, jonka tilajoukko on reaaliakseli R tai sen osajoukko, kutsu-
taan satunnaisluvuksi (random number). Todennékoisyysavaruudella (€2, P) maéritellyn
satunnaisluvun X kertymdfunktio (cumulative distribution function) on kuvaus

Fx(z) = P(X <z), z€eR.

Satunnaisluku X on diskreetti, jos jollain numeroituvalla joukolla Sy C R
piatee P(X € Sp) = 1. Télloin X:n jakauma ja odotusarvot voidaan laskea
pistemassafunktion pyx : z — P(X = z) avulla kaavoilla (1.1)—(1.2) ja ker-
tyméfunktio saadaan kaavasta

Fx@) = 3 pxla)

Diskreetilld satunnaisluvulla ei milloinkaan ole olemassa tiheysfunktiota.
Satunnaisluku X on jatkuva, jos sen jakauma voidaan ilmaista tiheysfunk-

tion fx avulla muodossa (1.3). Télloin sen odotusarvot saadaan laskettua ti-

heysfunktio avulla kaavalla (1.4) ja kertyméfunktio saadaan kaavasta

Fx(z) = / fx(w) dw.
Vastaavasti tiheysfunktio saadaan kertyméfunktiosta derivaattana
fx (@) = Fx(x).

9



Jatkuvan pistemassafunktio ei kerro satunnaisluvusta mitéén, silla kaikilla = €
R pétee

P(X =2) = /xfx(w)dw = 0.

1.6 Satunnaisvektorit ja yhteisjakaumat

Satunnaisvektori (random number) X = (Xy,..., X,) on kuvaus todennékdoisyys-
avaruuden (§2,P) perusjoukosta tulojoukkoon S™ = S x --- x S. Satunnais-
vektorin komponentit ovat S-arvoisia satunnaismuuttujia. Satunnaismuuttujien
Xy, ..., X, yhteisjakauma (joint distribution) eli satunnaisvektorin X jakauma on
kuvaus

ux(B) = P(X € B), BcCS",

joka kertoo milla todennékoisyydella satunnaisvektori kuuluu joukkoon B. Yh-
teisjakauma on siis tulojoukon S™ todennékoisyysjakauma. Yhteisjakauman en-
simméinen reunajakauma (marginal distribution) méadritelladn kaavalla

B ux(BxSxSx---5), BCS,
toinen reunajakauma kaavalla
B pux(SxBxSx---5), BCS, jne

Yhteisjakauman i:s reunajakauma on siis satunnaismuuttujan X; jakauma. Yh-
teisjakaumasta px voidaan madrittdd jokaisen komponentin X; jakauma gy, .
Kadnteinen ei pidéa paikkaansa, silld yhteisjakauma siséltaé informaatiota kom-
ponenttien tilastollisesta riippuvuusrakenteesta, joka ei kiy ilmi reunajakaumis-
ta.

Diskreetin satunnaisvektorin jakauma méardytyy numeroituvan tulojoukon
S™ pistemassafunktiosta

px(x) = P(Xy=a1,..., X, =x,), == (21,...,2,) € S™

Diskreetin satunnaisvektorin komponentit ovat diskreettejd satunnaismuuttu-
jia. Diskreetin satunnaisvektorin X = (X3, X, X3) ensimméisen komponentin
X, pistemassafunktio saadaan yhteisjakauman pistemassafunktiosta kaavalla

px, (z1) = Z Zﬂx(xlay%%% Ty € S1.

Y2685 y3€S

Vastaavasti saadaan komponenttien X5 ja X3 pistemassafunktiot ja sama kaava
toimii merkintoja vaihtamalla myos kaksi- ja useampiulotteiseen tapaukseen.

Jatkuvan satunnaisvektorin jakauma médraytyy ylinumeroituvan joukon R"
tiheysfunktiosta

fx(z) = fx(z1,...,2,), x=(x1,...,2,) € R"

10



Jatkuvan satunnaisvektorin komponentit ovat jatkuvia satunnaislukuja. Jatku-
van satunnaisvektorin X = (X7, X5, X3) ensimmaéisen komponentin X; tiheys-
funktio saadaan yhteisjakauman tiheysfunktiosta kaavalla

fX1(fE1) :/ / Ix (21,92, y3) dyadys, x1 € R.

Vastaavasti saadaan komponenttien X, ja X3 tiheysfunktiot ja sama kaava toi-
mii merkint6éja vaihtamalla my6s kaksi- ja useampiulotteiseen tapaukseen.

1.7 Stokastinen riippuvuus ja riippumattomuus

Stokastisia riippuvuusrakenteita oppii hahmottamaan tarkastelemalla ensiksi,
mité tarkoittaa riippumattomuus. Todennékoisyysavaruudella (£2, P) méaritellyt
S-arvoiset satunnaismuuttujat X;, ¢ € I, ovat riippumattomat (independent), jos
kaikille aarellisille indeksijoukoille {iy,...,i,} C I ja kaikille tilajoukon S os-
ajoukoille By, ..., B, pétee

P(X;, € By,...,X;, € B,) = P(X;, € By)---P(X;, €B,).

Allaolevan todennékoisyysavaruuden tapahtumat A; ovat riippumattomat, jos
niiden indikaattorit 1(A;) ovat riippumattomat.
Todennékoisyysteorian tekniikoilla voidaan perustella seuraavat tulokset:

(i) Diskreetin satunnaisvektorin X = (X7, ..., X, ) komponentit ovat riippu-
mattomat jos ja vain jos yhteisjakauman pistemassafunktiolle péatee

,UJX(ZL'I; - 7l‘n) = :UJX1(‘I1) o ./’LXn(xn)

kaikilla x1,...,x, € S.

(ii) Jatkuvan satunnaisvektorin X = (Xj,...,X,) komponentit ovat riippu-
mattomat jos ja vain jos X:ll1a on tiheysfunktio, joka voidaan esittdd muo-
dossa

fx(@y, .o mn) = fx(o1) - fx, ().

(iii) Stokastinen riippumattomuus siilyy deterministisissi muunnoksissa: jos
satunnaismuuttujat X;, ¢ € I, ovat riippumattomat, niin talléin myos sa-
tunnaismuuttujat h;(X;), ¢ € [ ovat riippumattomat mielivaltaisilla de-
terministisilla funktioilla h;.

1.8 Ehdollinen todennikdisyys

Tapahtuman A ehdollinen todenndkdisyys tapahtuman C' suhteen maéritellaan
kaavalla P(A.C)
P(A|C)= ——~-—2, kun P(C) #0.
(41€) = T kunB(C) #

11



Talloin kuvaus A — P(A|C') on perusjoukon todennikoisyysjakauma. Vastaa-
vasti satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma tapahtuman C' suhteen méaéritelldéan
kuvauksena

B—P(Xe€B|C), BCS.

Diskreetin satunnaisvektorin (X, X5) ensimmaéisen komponentin X; ehdol-
linen jakauma tapahtuman {Xs = x5} suhteen on diskreetti jakauma, jonka
pistemassafunktio on
px (1, 22)

px, (w2)

Jatkuvalle satunnaisvektorille (X7, X5) ei voida mééritelld ehdollista jakau-
maa samalla tapaa, koska tapahtuman {X,; = x5} todennikoisyys on nolla.
Niissé pisteissd o, joissa fx,(x2) > 0, voidaan kuitenkin médritelld ehdollinen
tiheysfunktio kaavalla

Ty

fX(ﬂUl,flfz)
fx,(22)

ja useat laskut voidaan suorittaa mieltamalla yllaméaaritelty funktio oikeak-
si ehdolliseksi todennikoisyydeksi. Esim. merkitsemélld ylldolevaa funktiota
fx(z1|x2), voidaan funktion h : R? — R, avulla miiritellyn satunnaisluvun
h(X1, X3) odotusarvo laskea kaavalla

Ty

Eh(X), Xa) — /_OO (/Oo h(xl,m2)fx<x1|x2>dx1> Fro (2)ds.

[e.9] —00

1.9 Odotusarvo, varianssi ja keskihajonta

Positiivisen satunnaisluvun X > 0 odotusarvo E(X) lasketaan kaavalla (1.2),
kun X on diskreetti, ja kaavalla (1.4), kun X on jatkuva. Yleiselld satunnais-
luvulla X € R on odotusarvo, jos E(|X|) < oo, ja télloin odotusarvo E(X) las-
ketaan edellamainituilla kaavoilla. Vakion a eli Dirac-jakaumaa d, noudattavan
satunnaisluvun odotusarvo on E(a) = a, ja yleisesti pitee

E(aX +bY) = aE(X)+bE(Y) kaikilla a,b € R

huolimatta siitd, ovatko X ja Y riippuvia vai riippumattomia. Liséksi riippu-
mattomille satunnaisluvuille X ja Y pétee

E(XY) = E(X)E(Y).

Satunnaisluvun, jonka odotusarvo on my = EX, wvarianssi madritellaan
kaavalla
Var(X) = E((X —mx)?)

ja se voidaan laskea sijoittamalla h(z) = (z — m)? kaavoihin (1.2)-(1.4) Liséksi
X keskihajontaa merkitdén /Var(X). Varianssi ja keskihajonta mittaavat,
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miten paljon X:n realisaatiot tyypillisesti poikkeavat odotusarvosta. Tama kay
ilmi Chebyshevin epéyhtélostd, jonka mukaan

Var(X)
02

P(|X —mx| >a) < kaikilla a > 0.

Varianssille pétee laskukaava
Var(a +bX) = b*Var(X) kaikilla a,b € R,

ja erityisesti vakion a eli Dirac-jakaumaa ¢, noudattavan satunnaisluvun va-
rianssi on nolla. Lisdksi riippumattomille satunnaisluvuille X ja Y pétee

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

1.10 Kovarianssi ja korrelaatio

Olkoot X ja Y diskreetteja tai jatkuvia satunnaislukuja, joilla on nollasta poik-
keava darellinen varianssi. Talloin X:n ja Y:n kovarianssi madritelladan kaavalla

Cov(X,Y) = E((X —mx)(Y —my)),

missd my = EX ja my = [Ey. Diskreetin tai jatkuvan satunnaisvektorin
(X1, X5) komponenttien kovarianssi voidaan laskea X ja Xy yhteisjakau-
masta sijoittamalla h(x) = (x; — mx)(zy — my) kaavaan (1.2) tai (1.4). Satun-
naislukujen X ja Y korrelaatio méaritellidn normalisoimalla kovarianssi kaaval-
la

Cov(X,Y)

Cor(X,Y) =
or( ) /Var(X) Var(Y)

Kovarianssille pétee yleisesti kaavat
Cov(X,Y) = Cov(Y, X),
Cov(aX 4+0bY,Z) = aCov(X,Z)+ bCov(Y, Z),
Cov(X,X) = Var(X).

Lisdksi Cov(X,Y) = 0 ja Cor(X,Y) = 0, kun X ja Y ovat riippumattomat,
mutta sama ei pade kdantaen.

1.11 Satunnaislukujen generointi

Simulointiin pohjautuvissa numeerisissa kokeissa tarvitaan usein tiettyd to-
dennékoisyysjakaumaa p noudattavia tilastollisesti riippumattomia satunnais-
lukuja X7, Xs, ... Jos saatavilla on satunnaislukugeneraattori, joka tuottaa riip-
pumattomia vélin (0, 1) tasajakaumaa noudattavia satunnaislukuja Uy, U, . . .,
voidaan tarvittava satunnaisjono generoida muodossa
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missd ) on kohdejakauman kvantiilifunktio. Funktio @ : (0,1) — R on jakau-
man u kvantiilifunktio, jos

F(Qu)—) < u < F(Q(u)) kaikilla u € (0,1),

missi F'(z) = p((—o0,z]) on jakauman p kertyméfunktio ja F'(z—) on lyhen-
nysmerkintd kertyméfunktion vasemmanpuoliselle raja-arvolle pisteessid x. Jos
kertymifunktio on k#intyvi, on @ = F~! jakauman yksikisitteinen kvantiili-
funktio. Muussa tapauksessa kvantiilifunktioksi voidaan esimerkiksi valita oi-
kealta jatkuva funktio

Q(u) = inf{z e R: F(x) > u}.

Tarkistetaan vield, ettd kaava (1.5) todella tuottaa halutunlaisia satunnaislu-
kuja. Oletetaan, ettéd kertyméafunktio on aidosti kasvava, jolloin kvantiilifunktio
on @ = F~! ja havaitaan, etté

P(X; <z) = P(FYU;) <z) = P(U; < F(x)).

Koska vilin (0, 1) tasajakautuneelle satunnaisluvulle pitee P(U; < z) = z kai-
killa z € [0, 1], ndhd&én ylldolevasta kaavasta ettd P(X; < z) = F(z). Néin ol-
len satunnaisluvun X; kertyméfunktio on F' niin kuin pitdadkin. Satunnaisluvut
X1, Xs, ... ovat stokastisesti riippumattomia, koska riippumattomuus sailyy de-
terministisissé muunnoksissa. Yleisessd tapauksessa, kun kertyméfunktio ei ole
kddntyvé, voidaan vastaava perustelu tehdé huolellisemmalla analyysilla [FS04,
Lemma A.19].

Riippumattomia tasajakautuneita satunnaislukuja tuottavaa satunnaisluku-
generaattoria ei ole vilttdmatta helppo rakentaa. Sen pohtiminen, onko tadmé
ylipddnséa mahdollista, jatetéddn filosofien tehtéviksi. Todennékoisyysteorian me-
netelmin voidaan kuitenkin todistaa, ettd ddreton jono riippumattomia tasaja-
kautuneita satunnaislukuja on mahdollista generoida yhden tasajakautuneen sa-
tunnaisluvun pohjalta [Kal02, lemma 3.21]. Tietokonesimuloinneissa kédytetdan
yleensé deterministisid algoritmeja, jotka tuottavat pseudosatunnaisia eli tilas-
tollisesti satunnaisen kaltaisia lukujonoja. R:1l4 esim. komento

runif (100)

tuottaa sata pseudosatunnaislukua vililta (0,1). Satunnaisen kaltaisia lukujo-
noja voi myos jalostaa sopivista luonnonilmisistd tehdyistd mittaustuloksista
(esim. http://www.random.org).
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Luku 2

Markov-ketjut ja stokastiset
mallit

2.1 Siirtyméamatriisi ja siirtyméikaavio

Adrellisen tilajoukon Markov-ketju on satunnaisprosessi, joka siirtyy tilasta
tilaan y todenndkoisyydelld P(x,y) aiemmista tiloista riippumatta. Markov-
ketjun tilajoukkoa (state space) merkitddn symbolilla S, ja siirtymatodennakoi-
syyksien kokelmaa P = {P(z,y) : x,y € S} kutsutaan ketjun siirtymdamatriisiksi
(transition matriz). Siirtyméamatriisi on siis tilojen x,y € S indeksoima reaa-
liarvoinen neliomatriisi. Koska siirtymédmatriisin alkiot ovat todennékoisyyksié,
pétee sen alkioille
P(x,y) >0, z,y€s,

ja koska ketju varmuudella aina siirtyy johonkin tilaan, péatee siirtymématriisin
riveille

Z P(z,y)=1, ze€S.

yeS

Téasmillisemmin ilmaistuna todenndkoisyysavaruudella (€2, P) méadritelty S-

arvoinen satunnaisjono (Xo, Xy, Xo,...) on Markov-ketju (Markov chain), jos
mielivaltaiselle muotoa Hy;— = {Xy = zo,..., X;—1 = 24_1} olevalle tapahtumal-
le pétee

P(Xip =y Hi, Xy =2) = P(Xpn =y | Xy =) = P(z,y) (2.1)

aina kun P(H;_, X; = x) > 0. Niin ollen Markov-ketjun seuraava tila riippuu
ketjun nykyhetkeen asti tehdyisté havainnoista ainoastaan nykytilan valityksell&,
eli ketjun aiemmilla tiloilla ei ole tilastollista merkitysta tulevaisuutta ennus-
tettaessa. Yhtdloa (2.1) kutsutaan satunnaisprosessin Markov-ominaisuudeksi
(Markouv property) Pietarissa vaikuttaneen venéldismatemaatikon Andrei Mar-
kovin (1856-1922) mukaan. Markov-ominaisuus voidaan mééritelld samaan ta-
paan myos jatkuvan aikavilin ja ddrettomén tilajoukon stokastisille prosesseille.
Yleisten Markov-prosessien luokkaan kuuluu paljon tarkeitéd stokastisia proses-
seja, esim. Poisson-prosessi ja Brownin liike. Naisté lisdd myohemmin.
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Markov-ketjun rakennetta voidaan havainnollistaa merkitsemélla * — vy,
kun P(x,y) > 0. Siirtymé&matriisin P ja sitd vastaavan Markov-ketjun siir-
tymdkaavio (transition diagram) on suunnattu verkko, jonka solmuina ovat ketjun
tilat ja linkkein&d suunnatut solmuparit z — y. Siirtymékaavio voidaan tulkita
painotettuna suunnattuna verkkona asettamalla linkin x — y painoksi kyseista
siirtyméé vastaava todennékoisyys P(z,y).

2.2 Stokastisia malleja

Tutustutaan seuraavaksi kolmeen esimerkkiin Markov-ketjulla mallinnettavista
satunnaisilmioisté.

Esimerkki 2.1 (Sddmalli). Mallinnetaan kesépédivan ¢t = 0,1,2,... vallitsevaa
sddtilaa satunnaisprosessina tilajoukossa S = {1,2}, missé tila 1 = "pilvistd’
ja 2 = aurinkoista’. Oletetetaan, ettd pilvistd péividd seuraa aurinkoinen péivé
todennékoisyydelld p = 0.2 ja aurinkoista péivad pilvinen todennédkoisyydelld
g = 0.5. Télloin voidaan sddmallin tila esittad Markov-ketjuna (X, X1,...),
jonka siirtymématriisi on

1-— 0.8 0.2
q 1—gq 0.5 0.5

ja siirtymékaavio on esitetty kuvassa 2.1.

P

t

Kuva 2.1: Sadmallin siirtymékaavio

Oletetaan, ettd maanantaina (pdiva t = 0) on pilvistd. Talloin sdédmallin
ennusteen mukaan tiistaina on pilvistd todennékoisyydelld 1 — p ja aurinkoista
todennikoisyydella p, eli

Todennékoisyys, etté keskiviikkona on pilvisté, saadaan ehdollistamalla tiistain
sdatilojen perusteella

= (1-p)*+pg.

Niin ollen siis keskiviikkona on ennusteen mukaan pilvistd todennékoisyydella
(1 —p)? + pq = 0.740. [ |
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Seuraava hieman monimutkaisempi esimerkki on suomenkielinen versio esi-
merkistd [Kulll, Ex. 2.4].

Esimerkki 2.2 (Varastonhallinta). Katiskakauppa.com Oyj myy kannettavia
tietokoneita myymaélésséd, joka on avoinna ma-la klo 10-18. Myymaélédn varastoa
hallinnoidaan seuraavasti. Joka lauantai klo 18 myyjé laskee, montako tieto-
konetta vield on varastossa. Jos tdmé lukuméérd on alle kaksi, héan tilaa niin
monta uutta tietokonetta, ettd seuraavana maanantaiaamuna varastosta 16ytyy
viisi tietokonetta. Viikon aikana myymaldaéan saapuvien tietokoneen ostajien lu-
kuméaran arvioidaan noudattavan Poisson-jakaumaa odotusarvona 3.5. Mikali
ostohetkelld ei varastossa ole yhtédédn tietokonetta, kyseinen asiakas ostaa tieto-
koneen muualta. Mallinna varaston tilaa satunnaisprosessina.

Olkoon X; kannettavien tietokoneiden lukumééra varastossa ma klo 10 vii-
kolla ¢ = 0,1,... ja olkoon D, tietokoneiden kokonaiskysynta kyseisen viikon
aikana. Talloin viikon ¢ padttyessd la klo 18 varastosta 16ytyy max(X; — Dy, 0)
tietokonetta. Jos X;—D; > 2, niin viikon pééttyessi varastosta loytyy vahintdian
kaksi tietokonetta, eikd uusia tietokoneita tilata, joten X;,; = X; — D;. Jos taas
X;— D; < 1, niin uusia tietokoneita tilataan niin monta, ettd viikon ¢+ 1 alussa
varastosta 10ytyy X;y1 = b tietokonetta. Yhdistamalla ndma tapaukset voidaan
kirjoittaa

{&—Du jos X, — Dy > 2,
Xt+1 =
D, muuten.

Téstd nahdéén, ettd satunnaisprosessin (X, X1, .. . ) tilajoukkoon S = {2, 3,4,5}.

Oletetaan seuraavaksi, ettéd tietokoneiden kunkin viikon kysynté on riippu-
mattomaton muiden viikkojen kysynnoisté ja varaston tilasta aiemmilla viikoil-
la. Tallin voidaan todistaa, ettd prosessi (Xo, Xi,...) on Markov-ketju. Las-
ketaan seuraavaksi ketjun siirtymien todennékoisyydet. Tarkastellaan ensiksi
todenn#kdisyytta siirtyd jostain tilasta i tilaan j € {2,3,4}. Télldinen siirtymé
voi tapahtua ainoastaan silloin, kun viikonloppuna ei tehd& uutta tilausta, jol-
loin X, = X; — D,. Niin ollen'

P(Xyp1=7|Xe=14,X1, ..., Xo)

P(X, — Dy =j| X, =i, X1, ..., Xo)
P(i_Dt:let:iaXt—la -~~7X0)
P(Dy =i — j)

kaikilla j € {2,3,4} jai € {2,3,4,5}. Koska D; oletettiin Poi(3.5)-jakautuneeksi,
patee
6*3'5%, k>0,

2.2
0, k < 0. (22)

Néisté kaavoista voidaan laskea siirtymématriisin alkiot sarakkeisiin j = 2, 3, 4.
Viimeisen sarakkeen laskemiseksi tulee vield selvittaé, milld todennékoisyydella
ketju voi siirtyé jostain tilasta i tilaan j = 5. Jos ¢ € {2, 3,4}, téllainen siirtymé

! Allaolevassa kaavassa jitetddn merkitsemitts tilojen arvot Xy = 44_1,..., Xo = 9o tilan
saastamiseksi.
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tapahtuu tasmaélleen silloin kun viikonloppuna varastoa tdydennetdan uusia tie-
tokoneita tilaamalla, eli silloin kun X; — D; < 1. Néin ollen
P<Xt+1 = 5|Xt = iaXt—lu "'7X0) = P(Xt - -Dt S ]-|Xt = iuXt—l) “-7X0)
:P(Z—Dt S 1‘Xt :Z-,thl, ...,Xo)
- Hp(l)t 22 i - 1)
kaikilla ¢ € {2,3,4}. Lopuksi tulee vield selvittdé siirtymétodennakoisyys siir-
tymélld tilasta ¢ = 5 tilaan j = 5. Téllainen siirtymaé tapahtuu tdsmaélleen silloin
kun D, = 0 tai D, > 4. Néin ollen
P(Xt+1 - 5|Xt - 5,Xt_1, ...,Xo) :P(Dt € {074,5,6,...}|Xt - i7Xt_1, ...,X())
Laskemalla D;:n pistetodennékoisyyksien numeeriset arvot Poisson-jakaumasta

(2.2), voidaan varaston tilaa kuvaavan Markov-ketjun siirtymématriisi kirjoittaa
muodossa

(003 0 0 097]
0.11 0.03 0 0.86
0.18 0.11 0.03 0.68
0.22 0.18 0.11 0.49)

Huomaa, ettd P:n rivit ja sarakkeet on indeksoitu joukolla S = {2,3,4,5}.
Vastaava siirtymématriisi on esitetty kuvassa 2.2.

Kuva 2.2: Varastonhallintamallin siirtymékaavio.

# R-code for computing the transition matrix
la <- 3.5

P <- matrix(0,4,4)

rownames (P) <- 2:5

colnames(P) <- 2:5

P[ ,"2"] <- dpois(0:3,1la)

P[ ,"3"] <- dpois(0:3-1,la)

P[ ,"4"] <- dpois(0:3-2,1la)

P["2","5"] <- 1 - ppois(0,la)

P["3","5"] <- 1 - ppois(1,la)

P["4","5"] <- 1 - ppois(2,la)

P["5","5"] <- dpois(0,la) + 1-ppois(3,la)
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Monissa tekniikan ja luonnotieteiden sovelluksissa tarvittavat Markov-ketjut
voivat olla tilajoukoltaan valtavan suuria. Seuraavan esimerkin tilajoukko sisaltéaa
miljardeja alkioita ja kasvaa alati.

Esimerkki 2.3 (Www-sivujen pisteytys). Internetin hakukone 16ytaa tyypilli-
sesti tuhansia annettua hakusanaa vastaavia www-sivuja. Haun tekija haluaa
nahda hakutuloksista tdrkeimmét ensimméisend. Miten voidaan www-sivut pis-
teyttaa tarkeysjarjestykseen? Googlen perustajat kehittivit tdhén tarkoitukseen
PageRank-algoritmin [BP98], joka toimii seuraavasti.

Tarkastellaan suunnattua verkkoa, jonka solmuina ovat kaikki maailman
www-sivut ja linkkein& sivujen véliset hyperlinkit. Merkitd&n verkon solmu-
joukkoa symbolilla S ja naapuruusmatriisia symbolilla GG, jolloin

1 josx =y
G x, — Y )
() {0, muuten.

Madritelldan tilajoukkoon S siirtymématriisi kaavalla

G(z,y)
Zy/GS G($7 y/) ’

Solmun z PageRank m(x) on todenn#koisyys, ettd siirtymématriisin P mu-
kaan etenevd Markov-ketju 1oydetdén pitkdn ajan (¢ — oo) kuluttua solmusta
x. Tallaisen madritelméan jarkevyys ei ole lainkaan itsestdén selvdd. Jatkossa
opimme tunnistamaan, milloin tdméntyyppinen rajatodennékdisyys on hyvin
madritelty, ja opimme laskemaan kyseisen todennékdisyyden.
PageRank-algoritmissa kaytetty Markov-ketju voidaan tulkita selailijana, jo-
ka etenee verkkosivuilla umpiméhk&in hyperlinkkeja klikkailemalla. Valilla se-
lailija pitkéstyy ja kdynnistdéd selailunsa alusta taysin umpiméhkadn valitul-
ta verkkosivulta. Parametri ¢ voidaan tulkita todennékoisyytend, ettd selaili-
ja pitkastyy tietylld ajanhetkelld. Ylldesitetty siirtyméamatriisin méaritelmé on
kelvollinen verkoille, joissa jokaisen solmun lihtoaste > , G(z,y') > 0, eli jo-
kaisesta solmusta ldhtee vahintéan yksi linkki johonkin toiseen solmuun. Koska
tdmaé ei pida paikkaansa www-verkolle, algoritmin méaaritelmés pitdd muokata
esim. poistamalla ensin verkosta kaikki lahtoasteen nolla solmut. [ |

P(z,y) = c% + (1-¢)

2.3 Hetkittiiset jakaumat

Markov-ketjun jakauma (distribution) pu; ajanhetkella ¢ = 0,1, ... méaritelladn
kaavalla
wiz) = B(X,=1), z€8.

Jakauma p; kertoo siis satunnaismuuttujan X; todennédkoisyysjakauman. Al-
kuhetken t = 0 jakaumaa po kutsutaan Markov-ketjun alkujakaumaksi (initial
distribution).
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Todennékéisyys, etté ketju on tilassa y ajanhetkelld t4-1 saadaan ajanhetken
t suhteen ehdollistamalla laskettua kaavasta

P(Xip=y) = > P(X,=2)P(Xp1 =y| X, = 2).

zesS

Markov-ominaisuutta (2.1) kiyttdmalld voidaan ylldoleva yhtélo kirjoittaa muo-

dossa
min(y) = Y m(@)P(z,y).

z€S
Kun jakaumat p; ja peq tulkitaan tilajoukon S indeksoimina vaakavektoreina,
voidaan ylldoleva yhtéalo kirjoittaa lyhyesti muodossa

a1 = pul. (2.3)
Té&std havainnosta voidaan péételld seuraava tarkeé tulos.

Lause 2.4. Markov-ketjun jakauma mielivaltaisella ajanhetkelli t = 0,1,2,. ..
saadaan laskettua alkujakaumasta kaavalla

Mt = MOPta (24)
missi Pt on stirtymdmatriisin t:s potenssi.

Todistus. Lauseen viite on selvistikin totta ajanhetkelle t = 0, silli P° on
madritelmén mukaan identiteettimatriisi. Mikéli lauseen véite pitdd paikkansa
jollain ajanhetkelld ¢ > 0, niin yhtalén (2.3) ja matriisikertolaskun liittannéisyyden
mukaan

pirr = P = (o P")P = po(P'P) = po P,

ja télloin viite pitdd paikkansa myos ajanhetkelld ¢ + 1. Induktioperiaatteen
mukaan viite siis pétee kaikilla t > 0. ]

Esimerkki 2.5 (Sdamalli). Ennustetaan syyskuun séétilaa Otaniemessé kiyttéen
esimerkin 2.1 Markov-ketjua. Oletetaan, ettd tarkasteltavan viikon maanantai-
na (t = 0) on pilvistd. Milla todennikoisyydelld Otaniemessé on keskiviikkona
pilvistd? Enté lauantaina?

Determinististéd alkutilaa Xy = 1 vastaava alkujakauma on pisteen 1 Dirac-
jakauma, eli vektorimuodossa py = [1,0]. Yhtdlon (2.4) mukaan keskiviikon
tilajakauma saadaan laskettua kaavasta e = p19P?, joten

2

[12(1), ua(2)] = [1, 0] ] [0.740, 0.260].
0.5 0.5

Néin ollen keskiviikkona on pilvistd todennékoisyydelld 0.740, mikd on sama
mité saatiin késin laskemalla esimerkissé 2.1. Vastaavasti lauantain tilajakauma
saadaan laskettua kaavasta us = poP?, eli

5

(1s(1), us(2)] = [1, 0] 08 02 _ [0.715, 0.285].
0.5 0.5

Jalkimmaisen matriisitulon voi laskea R:1l4 muodossa
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library(expm)

P = matrix(c(0.8,0.2,0.5,0.5), nrow=2, byrow=TRUE)
mu0 = c(1,0)

mub5 = mu0%x*%(P%~%5)

2.4 Monen askeleen siirtyméitodennikoéisyydet

Markov-ketjun siirtymématriisin alkio P(x,y) kertoo todennékdoisyyden siirtyé
yhdelld askeleella tilasta z tilaan y. Seuraava tulos kertoo, ettd vastaavasti
P'(x,y) on todenniksisyys siirtyd ¢:114 askeleella tilasta z tilaan y.

Lause 2.6. Todenndkdisyys, etti Markov-ketju siirtyy t:n aika-askeleen aikana
tilasta x tilaan y saadaan siirtymdmatriisin avulla kaavasta

P(Xt:y|XO:‘T) = Pt($ay)7 (25)
missi P'(x,y) siirtymdmatriisin t:nnen potenssin rivin x sarakkeen y alkio.

Todistus. Viite pitee ajanhetkelld t = 0, silld identiteettimatriisille P pitee
P(z,y) = d:(y).

Oletetaan seuraavaksi, ettd viite pétee jollekin ajanhetkelle ¢ > 0. Talloin
ehdollistamalla X;:n mahdollisten tilojen suhteen ja sen jialkeen hyédyntamalla
Markov-ominaisuutta (2.1) havaitaan, etta

P(Xi =yl Xo=2) = Y PX;=2'| Xo = 2)P(Xps1 = y| X, = 2/, Xo = 2)
= ) Pla,a)P(Xp = y| X, =2/, X = x)

= 3 Pla,a)P(2y)

1./

= P (z,y).

Viite pétee siis myds ajanhetkelle £ + 1 ja induktioperiaatteen mukaan néin
myo6s mielivaltaiselle ajanhetkelle ¢. O]

Esimerkki 2.7 (Sddmalli). Onnisen pariskunta on varannut 1900 EUR mak-
savan kahden péaivan minilomapaketin skotlantilaiselle paratiisisaarelle. Mat-
kanjérjestédja tarjoaa pariskunnalle 300 EUR hintaista matkavakuutusta, jonka
voimassa ollessa koko lomapaketin hinta maksetaan takaisin, mikéli molem-
pina matkapéivind on pilvistd. Matkakohteessa on téndédn aurinkoista ja en-
simméinen matkapéiva on 14 vuorokauden kuluttua nykyhetkestd. Kannattaa-
ko Onnisten ostaa heille tarjottu matkavakuutus, kun oletetaan, ettd matka-
kohteen sdd noudattaa esimerkin 2.1 Markov-ketjua?
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Lasketaan sédédmallin avulla todennékoisyys P(X14 = 1, X35 = 1), ettd mo-
lempina matkapéivind on pilvistd. Ehdollistamalla ajanhetken 14 suhteen ja
hyodyntamaélla tietoa Xy, = 2 havaitaan kaavasta (2.5), etté

PXyu=1,X;5=1) = PXiu=1)P(X;5=1|X14=1)
= PXu=1|X0=2)P(X;5=1|X14=1)
= P*%(2,1)P(1,1)
= 0.571.
Matkavakuutuksen kanssa lomamatkan odotusarvoinen nettokustannus on néin
ollen 300 4 (1 — 0.571) x 1900 = 1151 EUR, joten matkavakuutus on selvésti

kannattava sijoitus tdssd tapauksessa. Todenndkoisyyden P(X74 = 1) voi laskea
vaihtoehtoisesti kaavalla (2.4) asettamalla alkujakaumaksi po = [0, 1]. |

2.5 Tilojen esiintyvyys

Tilojen esiintyvyyden analysoimiseksi otetaan kiyttoon seuraava kétevd mer-
kintd. Tapahtuman A indikaattori (indicator) 1(A) on binddriarvoinen satun-
naismuuttuja, jolle pitee?

1, jos tapahtuma A sattuu,

1(A) =
(4) {0, muuten.

Suoraan odotusarvon médritelméstd voidaan péaitelld, ettd tapahtuman indi-
kaattorin odotusarvo on kyseisen tapahtuman todennékéisyys, eli E1(A) =

P(A).

Tilan y esuintyvyys (frequency)médritelldén kaavalla

Ni(y) = ) 1Xs=y), (2.6)

joten N, () on satunnainen kokonaisluku, joka kertoo kuinka monta kertaa tila y
esiintyy Markov-ketjun ¢:n ensimmaéisen tilan joukossa. Tilan y odotusarvoinen
esiintyvyys tilasta z kdynnistyttiessd méaritelladn kaavalla

My(z,y) = E(Ni(y) | Xo = )

ja matriisia My = (My(z,y) : =,y € S) kutsutaan Markov-ketjun esiintyvyys-
matriisiksi (occupancy matriz).

Lause 2.8. Markov-ketjun esuintyvyysmatriisi ajanhetkelld saadaan laskettua
surtymdamatriisista P kaavalla

M, = > P (2.7)

2Tasmillisemmin ilmaistuna 1(A) on funktio allaolevan todennikéisyysavaruuden perus-
joukosta joukkoon {0, 1}, joka kuvaa alkion w arvoksi 1 tédsmélleen silloin, kun w € A.
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Todistus. Esiintyvyyden lausekkeesta (2.6) havaitaan odotusarvon lineaarisuut-
ta ja indikaattorin kaavaa E1(A) = P(A) kiyttamalld, etta

t—1 t—1 t—1
]Eth(y) = Ezzl(Xs :y) = ZEJ31<XS :y) = ZPCC(XS :y)-
s=0 s=0 s=0

Koska kaavan (2.5) mukaan P, (X, = y) = P*(x,y), tistd seuraa, ettd

Mry) = ENG) = 3 Pay),

mikéd on matriisiyhtélon (2.7) esitys alkio alkiolta. ]

Esimerkki 2.9 (Sdamalli). Oletetaan, ettd tédndén on aurinkoista. Ennusta
esimerkin 2.1 mallia kdyttamaélla pilvisten paivien odotettu lukumédra tésta
paivéasta alkavan viikon aikana.

Kysytty luku on esiintyvyysmatriisin M, alkio M7(2, 1). Esiintyvyysmatriisi
M saadaan yht#lon (2.7) avulla laskettua kaavasta (huomaa ettd P° on iden-
titeettimatriisi)

2 6

1 0| |08 02| |08 02 0.8 0.2 5.408 1.592
M; = - - +oot =
0 1| |05 05| [05 0.5 0.5 0.5 3.980 3.020

Néin ollen pilvisten péivien odotettu lukuméérd on ennusteen mukaan 3.980.
Ylldolevan matriisipotenssien summan voi laskea R:ll& muodossa

# R-koodi esiintyvyysmatriisin laskemiseen
library (expm)

P = matrix(c(0.8,0.2,0.5,0.5), nrow=2, byrow=TRUE)
M <- Reduce(‘+¢, lapply(0:6, function(s) P%"%s))

2.6 Markov-ketjun polkujen simulointi

Annettua siirtyméamatriisia vastaava Markov-ketju voidaan simuloida seuraavas-
ti. Ensiksi tarvitsee 16ytéé jossain tilajoukossa A mééritelty satunnaismuuttuja
U ja sellainen deterministinen funktio f: S x A — S, jolle pétee

P(f(z,U)=vy) = P(z,y) kaikilla z,y € S. (2.8)
Yhtélon (2.8) toteuttavaa paria (f, U) kutsutaan siirtymématriisin P stokasti-
seksi esitykseksi (stochastic representation). Talloin alkutilasta Xg = x kilynnistyva

Markov-ketju voidaan simuloida rekursiivisesti kaavalla

Xt+l :f(Xt>Ut+l)7 t:O,l,...,
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missé Uy, Us, . .. ovat alkutilasta X ja toisistaan riippumattomia U:n kanssa sa-
moin jakautuneita satunnaismuuttujia. Sen tosiasian varmistaminen, ettd nédin
médritelty satunnaisjono (Xp, Xy, ...) todellakin on siirtymématriisia P nou-
dattava Markov-ketju, jatetdan aktiivisen lukijan itsenéiseksi harjoitustehtéavéksi.

Esimerkki 2.10 (Renkaan satunnaiskulku). Tarkastellaan rengasverkkoa, jossa
on n solmua ja vierekkéiset solmut on yhdistetty. Numeroidaan verkon solmut
myotapaivaan luvuin {1, 2, ..., n}. Olkoon X symmetrinen satunnaiskulku, joka
siirtyy myotapéaivadn ja vastapiivaan todennikoisyydelld 1/2. Tapauksessa n =
6 on kyseisen Markov-ketjun siirtymédmatriisi

020001
012000
ongogoo
00io01io
0001201
00010

Télloin pari (f,U), misséd U on tilajoukon A = {—1,+1} tasajakaumaa nou-
dattava satunnaisluku ja f(z,u) = z +u mod n, on siirtymamatriisin P sto-
kastinen esitys. Renkaan satunnaiskulku voidaan siis simuloida kéyttéen riip-
pumatonta jonoa Uy, Us, ... kolikonheittoja, missd kolikon U; € {—1,+1} tulos
kertoo, liikutaanko ¢:nnellé askeleella vastapéiviaan (U, = —1) vai myo6tapaivain
(U = +1). [ |
Seuraava tulos vahvistaa, ettd stokastinen esitys on aina mahdollista muo-
dostaa jatkuvan vélin (0,1) tasajakauman avulla. Todetaan lisiksi, ettd yk-
sittédiselld siirtyméamatriisilla on monia (rajattomasti) stokastisia esityksia.

Lause 2.11. Jokaisella ddrellisen tilajoukon siirtymdmatriisilla P on olemas-
sa stokastinen esitys (f,U), missd U on valin (0,1) tasajakaumaa noudattava
satunnaisluku.

Todistus. Numeroimalla tilajoukon alkiot mielivaltaisesti voidaan merkitd S =
{x1,...,2,}. Merkitdan liséksi siirtymamatriisin osarivisummia luvuin

j
Gij = ZP(%:ET), i,j=1,...,n,
r=1

ja maaritelldén funktio f: S x (0,1) — S kaavalla
f(ziu) =5, kun g1 <u < gy

Kun funktion f toiseksi syotteeksi valitaan vilin (0,1) tasajakautunut satun-
naisluku U, huomataan etté

P(f(x;,U) = -753') = P(qz',jq <U< Qi,j) = Qij — ¢ij-1 = P(%,l’j)-
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Koska ylldoleva yhtdlo on voimassa kaikille tiloille x; ja x;, voidaan todeta
ettd (f,U) on médritelmén (2.8) mukainen stokastinen esitys siirtymématriisille
P. O
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Luku 3

Markov-ketjut pitkilla aikavalila

3.1 Rajajakauma ja tasapainojakauma

Edellisessé luvussa opimme, ettd alkujakaumasta o kdynnistyvan Markov-ketjun
hetkittaiset tilajakaumat ajanhetkilla ¢t = 0,1,2,... saadaan laskettua siir-
tymématriisin P avulla kaavasta p; = poP?, eli

= ) olx)Pl(x,y).
€S

Kun ollaan kiinnostuneita pitkésté aikahorisontista, on luonnollista esittaé seu-
raavat kysymykset:

1. Onko ketjun hetkelliselld jakaumalla olemassa rajajakauma (limiting distri-
bution) limy_, ¢, kun ¢ kasvaa rajatta?

2. Jos rajajakauma on olemassa, riippuuko se alkutilasta?
3. Jos rajajakauma on olemassa, miten sen voi laskea?

Kahteen ensimméiseen kysymykseen vastaaminen vaatii huolellista analyysié ja
riittavia rakenteellisia oletuksia. Kolmas kysymys on helpompi, joten késitellaan
se ensin.

Todennékoisyysjakauma 7 = (w(z) : * € S) on siirtymamatriisin P ja
sitd vastaavan Markov-ketjun tasapainojakauma (invariant distribution), mikali
se toteuttaa tasapainoyhtalot

Y m(@)P(z,y) = w(y), yeS, (3.1)

eli matriisimuodossa
7P =.

Jos Markov-ketju kaynnistyy alkujakaumasta 7, havaitaan lauseen 2.4 ja mat-
riisitulon liitdnnéisyyden avulla, etta télloin

py =nP' = (rP)P"' =7P"! =... =P =n.
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Satunnaisesta tasapainojakaumaa noudattavasta alkutilasta kdynnistyvélle Markov-
ketjulle siis tilan X; jakauma séilyy vakiona kaikilla ajanhetkilla t = 0,1,2, ...

Seuraava tulos kertoo, ettd jos Markov-ketjulla on rajajakauma, voidaan se
selvittdd ratkaisemalla lineaarinen yhtéloryhmé (3.1).

Lause 3.1. Jos m on ddrellisen tilajoukon Markov-ketjun rajajakauma, on se
myds tasapainojakauma.

Todistus. Matriisitulon liitdnnaisyytta kdyttamalla ndhdadn, ettéa

[y = P = (NOPt)P = P,

joka voidaan kirjoittaa alkioittain muodossa

e (y) = Zut(fv)P(fc,y)-

TES

Kun oletetaan, ettéd kaikilla x € S pétee py(x) — 7(z), kun ¢ — oo, nihdédén
ottamalla raja-arvot ylldolevan yhtdlén molemmin puolin, etté

m(y) = lm pea(y) =) lim w(@)Pe,y) =) w(2)Pz,y).

T€S €S

Néin ollen tasapainoyhtélo (3.1) pitdd paikkansa. Liséksi, koska p; on toden-
nakoisyysjakauma, pétee
Z pe(w) =1

€S

kaikilla ¢. Ottamalla raja-arvot ylldolevan yht&lon molemmin puolin ¢:n l&hesty-
essé ddretontd, ndhdédn ettd ) o m(x) = 1, eli 7 on todennikéisyysjakauma.

[]

Esimerkki 3.2 (Merkkiuskollisuus). Markkinoilla on kolmen eri valmistajan
dlypuhelimia. Valmistajan ¢ puhelimen kayttdjé valitsee uudeksi puhelimekseen
saman valmistajan mallin todennékoisyydelld ;. Oletetaan, ettd merkiuskolli-
suutta mittaavat parametrit ovat 5, = 0.8, B3 = 0.6 ja 3 = 0.4. Oletetaan yk-
sinkertaisuuden vuoksi, etté kaikkien valmistajien puhelimilla on sama elinaika.
Stabiloituvatko valmistajien markkinaosuudet pitkalla aikavalilla?

Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd kaikkien valmistajien puhelimilla
on sama elinaika ja mallinnetaan tyypillisen kuluttajan puhelinmerkkié ¢:nnen

ostohetken jdlkeen Markov-ketjulla (Xo, X1, ..., jonka siirtymématriisi on
0.8 0.1 0.1
P=102 06 0.2
0.3 03 0.4
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Lasketaan tietokoneella siirtyméamatriisin potensseja:

0.69
0.34
0.42

0.17 0.14
044 0.22{,...,
0.33 0.25

P? =

PlO —

P20 —

[0.5471287
0.5430034
0.5441087

[0.5454610
0.5454452

| 0.5454494

0.2715017
0.2745217
0.2737123

0.2727226
0.2727341
0.2727310

0.1813696 |
01824748
0.1821790 |

0.1818165 |
0.1818207
0.1818196

Koska matriisin P?° rivit ovat likimain samat, alkuhetkelld valmistajan i asiakas
on 20 puhelimenvaihdon jélkeen valmistajan 1 asiakas tn:1ld P?°(i,1) & 0.545.
Koska matriisin P?° rivit ovat likimain samat, on alkutilan i = 1,2, 3 merkitys
on vahépatoinen pitkdn ajan kuluttua, joten vaikuttaisi siltd, ettd markkinao-
suudet stabiloituvat kohti rajajakaumaa

[0.5454545,0.2727273,0.1818182].

Toisaalta tasapainoyhtilot 7P = 7 ja Zizl 7(x) = 1 siirtymématriisille P
voidaan kirjoittaa muodossa

0.87(1) + 0.2m(2) + 0.37(3) = (1)

0.17(1) 4+ 0.67(2) + 0.37(3) = 7(2)

0.17(1) + 0.27(2) + 0.47(3) = 7(3)
(1) +7m(2)+7(3) =1

Néiden yhtéaloiden yksikésitteinen ratkaisu on

6 3 2

= | =, =, = | ~[0.5454545,0.2727273, 0.1818182
w [11,11,11] [0.5454545, 0.2727273,0.1818182],

mikd vastaa numeerisesti havaittua rajajakaumaa, kuten lauseen 3.1 mukaan
pitadkin. [ |
Esimerkki 3.3 (Ketju, jolla ei ole rajajakaumaa). Tarkastellaan alkutilasta
X = 1 kdynnistyvia tilajoukon S = {1, 2, 3} Markov-ketjua, jonka siirtyméamatriisi
on

00 1 0.0
03 0 0.7
0 1 0

P=
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Laskemalla P:n potensseja ndhdéén, etta

(0.3 0 0.7 00 1 0.0
P =100 1 00|, P*=103 0 0.7/,
03 0 0.7] (0 1 0]
(0.3 0 0.7] (0.0 1 0.0
P*=100 1 00|, P°=103 0 0.7/,
03 0 0.7] (0 1 0]

josta havaitaan, etta

P 1=135
P2 t=246,...

Deterministisesté alkutilasta X, = 1 eli Dirac-jakaumasta u = [1, 0, 0] kiiynnistyvin
ketjun tilajakaumalle siis péatee

[0,1,0] t=1,3,5,...,

= Pt =
fe = o {maaoﬂ t=2,4.6,...

Kyseiselld ketjulla ei siis ole olemassa rajajakaumaa. Suoralla laskulla kuitenkin
ndhdéién, ettd m = [0.15,0.50, 0.35] on ketjun tasapainojakauma. [ |

Esimerkki 3.4 (Ketju, jolla on monta rajajakaumaa). Tarkastellaan alkuti-
lasta Xy = 1 kdynnistyvéd tilajoukon S = {1,2,3} Markov-ketjua, jonka siir-
tyméamatriisi on
0.5 05 0
P=105 05 0

0 0 1

Téalle matriisille piatee Pt = P kaikilla t = 1,2, ... Deterministisesté alkutilasta
Xo = 1 eli Dirac-jakaumasta po = [1,0,0] kiiynnistyvin ketjun tilajakaumalle
siis pétee

e = P = [0.5,0.5,0].

Sama tulos pitda paikkansa myés, jos alkutila on X, = 2, mutta alkutilasta
Xo = 3 kitynnistyttéessa

we = [0,0,1]P" = 0,0,1].

Talla ketjulla on siis useita rajajakaumia alkujakaumasta riippuen. Lineaari-
suuden perusteella voidaan tarkistaa, ettd jokainen muotoa

7 = «[0.5,0.5,0] + (1 — @)[0,0,1], 0<a <1,

oleva jakauma on ketjun tasapainojakauma. [ |
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3.2 Yhteniisyys

Merkitéaén x ~~ y, jos siirtymékaaviossa on polku tilasta z tilaan y. Siirtymamatriisi
P ja sitd vastaava Markov-ketju on yhtendinen (irreducible), jos x ~» y kaikilla
x,y € S. Verkkoteorian termein ketju on yhtenéinen tdsmélleen silloin kun sité
vastaavan ketjun siirtymékaavio on vahvasti yhtenédinen suunnattu verkko.

Esimerkki 3.5 (Yhtenéisida Markov-ketjuja). Seuraavat Markov-ketjut ovat yh-
tenéisia:

e Saamalli (esimerkki 2.1)
e Varastonhallintamalli (esimerkki 2.2)

e Esimerkkien 3.2 ja 3.3 ketjut (piirrd néiden siirtymékaaviot).

Esimerkki 3.6 (Epédyhtendinen Markov-ketju). Esimerkin 3.4 ketju on epé-
yhtenéinen, silla tilasta 3 ei péddse mihinkddn muuhun tilaan. Tamén ketjun
siirtymékaavio jakautuu kahteen vahvasti yhtendiseen komponenttiin {1,2} ja
{3}, joiden vilill ei ole linkkeja. |

Markov-ketjun tilajoukkoon voidaan mééritelld symmetrinen relaatio mer-
kitsemalla x «~ vy, jos x ~» y ja y ~» x. Taté ekvivalenssirelaatiota kayttamaélla
voidaan tilajoukko osittaa ekvivalenssiluokkiin C'(x) = {y € S : y «~ x}, joita
kutsutaan ketjun yhteysluokiksi (communicating class). Yhtendiselld ketjulla on
yksi yhteysluokka, joka siséltéé kaikki tilajoukon tilat. Esimerkin 3.6 ketjulla
on kaksi yhteysluokkaa C(1) = C'(2) = {1, 2} ja C(3) = {3}.

Seuraava tulos kertoo, miten yhtendisyyttd voidaan tarkastella matriisilas-
kennan keinoin.

Lause 3.7. Surtymdmatriisi P on yhtendinen jos ja vain jos kaikille tiloille
z,y € S on olemassa kokonaisluku t > 1, jolle pitee P'(x,y) > 0.

Todistus. Oletetaan ensiksi, ettd P on yhtendinen ja valitaan tarkasteltavaksi
tilat x # y. Talloin siirtymékaaviossa on olemassa polku x = g — 7 — -+ —
r¢ = vy, joten

P(xg,x1)P(x1,22) - - P(xe—q1,2) > 0.

Nain ollen

Kédnteisen viitteen todistamiseksi oletetaan, ettd P'(x,y) > 0 jollain koko-
naisluvulla ¢ > 1. Télloin siis P(X; = y | Xo = x) > 0, eli tilasta 2 kdynnistyva
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Markov-ketju on ¢:n ajanhetken kuluttua mahdollista 16ytéa tilasta y, jolloin
siirtymékaaviosta taytyy loytya t:n askeleen pituinen polku, jota pitkin ketju
voi edeté tilasta x tilaan y, eli pidtee x ~ y. O]

3.3 Yhteniisen ketjun tasapainojakauma

Lause 3.8. Jokaisella ddrellisen tilajoukon yhtendiselld siirtymdmatriisilla on
olemassa yksikdsitteinen tasapainojakauma.

Lauseen 3.8 tarkka todistus on selkeéisti esitetty kirjassa [LPWO0S, luku 1.5,
ja tédssd monisteessa tyydytddn vain lyhyesti kuvailemaan, mihin todistus pe-
rustuu. Tasapainojakauman olemassaolo voidaan vahvistaa nayttamalld, etta

1
") B G =0

(3.2)

on tasapainoyhtdlot (3.1) toteuttava todennédkoisyysjakauma, missé

7F=min{t >1: X, =2}

xT

on Markov-ketjun posititvinen kulkuaika (positive passage time) tilaan x. Adirellisen
tilajoukon yhtenéiselle Markov-ketjulle voidaan todistaa, etta ketju varmuudel-
la kdy aikanaan kaikissa tilajoukon tiloissa, joten yllam&aritelty 7.7 on hyvin
médritelty adrellinen satunnaisluku.

Kaavan (3.2) voi intuitiivisesti tulkita seuraavasti. Tasapainotodennékéisyys
7(x) vastaa niiden ajanhetkien suhteellista osuutta, joina Markov-ketju havai-
taan tilassa x. Tamaéa suhteellinen aikaosuus on kéédntéden verrannollinen perat-
taisten tilassa x kédyntien viéliaikojen odotusarvoon. Kéaytdnnossa tasapaino-
jakaumaa ei kuitenkaan ratkaista yhtélostd (3.2), vaan ratkaisemalla matrii-
siyhtédlo m = 7 P.

Tasapainojakauman yksikésitteisyys voidaan perustella todistamalla ensiksi,
ettd yhtendiselle darelliselle siirtyméamatriisille kaikki yhtédlon Ph = h toteut-
tavat pystyvektorit ovat muotoa h = [c,c,...,c|T, eli matriisin P — I nolla-
avaruus on yksiulotteinen. Lineaarialgebran perusteoriaa kdyttdmalla voidaan
téasta padtelld, ettd myos vaakavektoriyhtéalon p(P — I) = 0 ratkaisuavaruuden
ulottuvuus on yksi. Todennékoisyyden normitusehdon ) pu(xz) = 1 toteutta-
via ratkaisuja voidaan téstéd yksiulotteisesta avaruudesta 16ytdéd enintdén yksi.
Néin ollen P:114 voi olla enintédén yksi tasapainojakauma.

3.4 Jaksollisuus

Siirtyméamatriisin P mukaan etenevin Markov-ketjun tilan z jakso (period) on
suurin yhteinen tekijé niille ajanhetkille, jolloin tilasta x 1dhtevéa ketju voi palata
alkutilaansa. Mahdollisten paluuhetkien joukko voidaan kirjoittaa muodossa

T. = {t>1:P'(z,x) > 0},
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joten tilan jakso on suurin positiivinen kokonaisluku, jolla kaikki lukujoukon
T, alkiot ovat jaollisia. Sellaisille tiloille, joille mahdollisten paluuhetkien joukko
on tyhja, ei jaksoa ole mééritelty.

Tilan jakso on helppo méaarittaa siirtymékaaviosta. Jos kaikki siirtyméikaa-
vion tilasta x lahtevét ja tilaan x palaavat syklit ovat jonkun kokonaisluvun d
monikertoja, ja jos d on suurin téllainen kokonaisluku, niin t&lléin d on tilan z
jakso. Siirtymématriisi P ja sitd vastaava Markov-ketju on jaksoton (aperiodic),
jos jokaisen tilan jakso on 1.

Esimerkki 3.9 (Jaksottomia Markov-ketjuja). Seuraavat Markov-ketjut ovat
jaksottomia (tarkista itse, ettd néin todella on):

e Saamalli (esimerkki 2.1)
e Varastonhallintamalli (esimerkki 2.2)
e Merkkiuskollisuusmalli (esimerkki 3.2)

PageRank-algoritmin (esimerkki 2.3) ketju on jaksoton aina kun vaimennusker-

roin ¢ > 0. L
Esimerkki 3.10 (Jaksollinen Markov-ketju). Esimerkin 3.3 ketjun kaikkien ti-
lojen jakso on 2. [ |

3.5 Jaksottoman yhteniisen ketjun tasapaino-
jakauma

Seuraava térked tulos kiteyttdd Markov-ketjujen perusteorian. Se selittéaé, miksi
lahes kaikki &arellisen tilajoukon Markov-mallit pitkalla aikavililla asettuvat
tilastolliseen tasapainoon.

Lause 3.11. Jokaisella ddrellisen tilajoukon yhtendiselld ja jaksottomalla Markov-
ketjulla on olemassa yksikdsitteinen rajajakauma , joka voidaan mddrittad siir-
tymdmatriisista P ratkaisemalla tasapainoyhtdlét mP =7 ja Y m(x) = 1.

Jos (Xo, X1, Xo,...) on lauseen 3.11 ehdot toteuttava Markov-ketju ja jos
X, on jokin tasapainojakaumaa m noudattava satunnaismuuttuja, stokastiikas-
sa on usein tapana ilmaista lauseen tulos muodossa

X, 5 X,

miké tarkoittaa, ettd satunnaisjono (Xo, Xi,...) suppenee jakaumaltaan (con-
verges in distribution) kohti satunnaismuuttujaa X.,. Jakaumasuppenemisen ké-
site voidaan mééritelld yleisen topologisen avaruuden jakaumille; numeroituvan
tilajoukon tapauksessa se tarkoittaa sitéd, ettd satunnaismuuttujien X, jakau-
mien pistemassafunktiot j; suppenevat pisteittédin kohti pistemassafunktiota .
Korostetaan vield, ettd satunnaisjonon (Xg, Xi,...) realisaatiot eivit yleeni
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suppene kohti mitddn yksittéisté tilaa, vaan péainvastoin jokainen realisoitu jo-
no poukkoilee loputtomiin tilajoukon kaikissa pisteisséd. Tilajakaumien raja 7
kuvaa tilastollista tasapainoa, johon ketjun jakauma asettuu pitkian ajan kulut-
tua.

Lauseen 3.11 rajajakauman olemassaolo voidaan todistaa lineaarialgebran
matriisianalyyttisin menetelmin tai stokastiikan kytkentdmenetelmin. Matema-
tiikan opinnoissa pidemiille tahtdavas lukijaa suositellaan tutustumaan kirjaan
[LPWO08, luvut 4-5], jossa molemmat todistustekniikat on selkeésti ja tarkasti
esitetty. Se, ettd rajajakauma on myds tasapainojakauma, seuraa lauseesta 3.1.
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Luku 4

Markov-kustannusmallit ja
kulkuajat

4.1 Rajoitetun aikavilin kustannuskertyméa

Systeemin tilaa mallinnetaan dérellisen tilajoukon Markov-ketjulla (Xg, X7, ...),
jonka siirtymématriisi on P. Oletetaan, ettd mallissa aiheutuu satunnainen
tai deterministinen kustannus C'(x) aina systeemin kéydessé tilassa x ja ole-
tetaan, ettd kustannuksen odotettu suuruus v(z) riippuu systeemin menneisyy-
desté ainoastaan nykytilan kautta. Tarkemmin sanottuna mielivaltaiselle muo-
toa Hy_1 = {Xo = x¢,...,X;_1 = x;_1} olevalle tapahtumalle pétee

E(C(X,)| X, = 2, H_1) = v(z) (4.1)

aina kun P(H, 1, X; = x) > 0. Vaikka tdssd monisteessa puhutaan kustannuk-
sesta, voi C'(x) aivan yhté hyvin viitata voittoon tai mihin tahansa reaaliarvoi-
seen suureeseen, josta ollaan kiinnostuneita.

Ensimmaisten t:n askeleen kustannuskertymé saadaan kaavasta

ja tilasta x kédynnistyvdn Markov-ketjun odotettu kustannuskertymd (expected
cumulative cost) kaavasta
XO = LE‘) .

gla) = E (i c(x,)

Seuraava tulos kertoo, miten odotettu kustannuskertymé saadaan laskettua
luvussa 2.5 méiritellystd esiintyvyysmatriisista M;. Allaoleva kaava (4.2) voi-
daan myos kirjoittaa matriisimuodossa

gt = My,

kun funktio v : § — R tulkitaan tilajoukon .S indeksoimana pystyvektorina.
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Lause 4.1. Odotettu kustannuskertymd voidaan laskea esiintyvyysmatriisin avul-

la muodossa
g(x) = ZMt(:L‘,y)v(y). (4.2)

yeS

Todistus. Yhtalon (4.1) avulla voidaan tarkistaa, ettd kaikilla ajanhetkilld s
patee

E(C(X,)|Xo=12) = E(w(X,) | Xo=1) = Y P(z,y)v(y).

yeSs

Odotusarvon lineaarisuutta, ylldolevaa yhtdloéd ja esiintyvyysmatriisin maari-
telméd (2.7) kdyttdméalla havaitaan, etté

alx) = Y E(0(x)

= Y P ) o)

s=0 yeSs

= > ( y Ps(x7y)> v(y)

yeS \s=

= > My(w,y) o(y).

yeS

X():JT)

]

Esimerkki 4.2 (Varastonhallinta). Palataan esimerkin 2.2 varastonhallinta-
malliin. Oletetaan, ettd myyméladn ostetaan tietokoneita hintaan 590 EUR ja
ne myyd&ain hintaan 790 EUR. Viikottainen varastointikustannus on 50 EUR
jokaista viikon alussa varastossa olevaa tietokonetta kohden. Laske myymélan
liikketoiminnan odotettu nettovoitto seuraavien kymmenen viikon ajalta, kun
oletetaan ettd ensimmaéisen viikon alussa myymélan varastossa on viisi tietoko-
netta.

Varaston tila X, viikon ¢ alussa on tilajoukon S = {2, 3, 4,5} Markov-ketju,
jonka alkutila on Xy = 5. Jos t:nnen viikon alussa varastossa on z tietokonet-
ta, ovat varastointikulut 50z kyseiseltd viikolta. Kun merkitdén D;:ll4 ¢:nnen
viikon kysyntéé, saadaan kyseiselld viikolla myytyjen tietokoneiden odotetuksi
lukumaaraksi E min(Dy, z). Néin ollen odotettu nettovoitto viikolta ¢ on

v(x) = =50z 4 (790 — 590) Emin(Dy, ), =z =2,3,4,5.

Laskemalla ylldolevat luvut D;:n Poisson-jakaumasta, voidaan funktio v(z) pys-
tyvektorina kirjoittaa muodossa

[266.78]
352.61
395.29

400.20

S
Il
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Liiketoiminnan odotettu nettovoitto kymmenelté viikolta saadaan laskemalla
g10(5) eli pystyvektorin M;gv viimeinen alkio. Laskemalla tietokoneella esiinty-
vyymatriisi Mg ndhdéan, etta

[3627.24]
3704.00
3735.81
| 3735.00

g0 = Myov =

Néin ollen myymalén odotettu liikevoitto kymmenelta viikolta on 3735 EUR.
Odotettu liikevoitto olisi 0.81 EUR suurempi, mikéli alussa varastossa olisi 5:n

sijaan 4 tietokonetta. TAmé& johtuu kalliista varastointikustannuksista.
[

# R-code for computing the function v(x)
v <- numeric(4)
for (x in 2:5) {

k <- 0:x
v[x-1] <- (790-590)*(x - sum((x-k)*dpois(k,la))) - 50%*x
}
# R-code for computing the function g(x)
library(expm)
M <- Reduce(‘+¢, lapply(0:9, function(s) P%"%s))
g <— Mixlv

4.2 Ergodisuus

T&dhén mennessd olemme oppineet, ettd yhtendisen ja jaksottoman Markov-
ketjun hetkittiiset jakaumat suppenevat kohti ketjun yksikésitteista tasapaino-
jakaumaa 7. Seuraava tulos antaa vaihtoehtoisen tulkinnan tasapainojakaumal-
le, joka kertoo, etta pitkélté aikavililta laskettu satunnaisjonon (f(Xy), f(X1), ...
aikakeskiarvo on ldhelld tasapainojakauman vastaavaa matemaattista odotusar-
voa. Téllaista ominaisuutta kutsutaan ergodisuudeksi (ergodicity). Huomaa, etta
allaolevassa lauseessa ei tarvitse vaatia ketjun jaksottomuutta, silld aikakeskiar-
vojen ottaminen tasoittaa ketjussa mahdollisesti olevat jaksollisuusefektit.

Lause 4.3. Adrellisen tilajoukon S yhtendiselle Markov-ketjulle ja mielivaltai-
selle funktiolle f : S — R pdtee

t—

~ | =
_

F(X) = ) fla)w(e)

zeSs

Il
=

todenndkadisyydelld yksi, huolimatta ketjun alkutilasta.

Ylldoleva ergodisuuslause yleenséd todistetaan kiinnittamalld jokin tila z
ja pitamalla kirjaa ketjun kayttaytymisestd peréttéisten tilaan x vierailujen
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vélilla. Markov-ominaisuuden perusteella peréttiisten syklien polut ovat toi-
sistaan riippumattomat ja lauseen 4.3 tulos voidaan todistaa vahvaa suurten
lukujen lakia soveltamalla [LPWO08, luku 4.7]. Lauseen seurauksena saadaan
seuraava tulos, joka kertoo pitkdn aikavilin suhteelliset rajatiheydet luvussa
2.5 maaritellyille tilojen esiintyvyyksille. Allaoleva tulos (4.3) vahvistaa, ettd
7(x) voidaan tulkita pitkén aikavilin suhteellisena osuutena ajanhetkisté, jotka
Markov-ketju viettaa tilassa x.

Lause 4.4. Adrellisen tilajoukon yhtendisen Markov-ketjun esiintyvyydet to-
teuttavat

lim NtT(y) — 7(y) (4.3)

t—o00
todenndkdisyydelld ykst riippumatta alkutilasta, ja esvintyvyysmatrizsin M, al-
kioille pdtee
M
lim —t(x,y) — 7(y).

Todistus. Tarkastellaan kaavalla (2.6) méériteltya tilan y esiintyvyyttd Ny(y) al-
kutilasta x kdynnistyville ketjulle. Méaarittelemélla funktio f kaavalla

fla) = {1, kun x =y,

0, muuten,

voidaan tilan y esiintyvyys kirjoittaa muodossa

Kayttamaélla ergodisuuslausetta 4.3 paatelldan, etta

T > f@)m(@) = =(y)

t—o00 t
€S

todennékaisyydelld yksi, eli (4.3) pétee, eikéd raja-arvo riipu alkutilasta.
Liséksi havaitaan, etta
Ni(y)

t
todennékoisyydellda yksi kaikilla £. Rajoitetun todennéakdisyydelld yksi suppe-
nevan satunnaisjonon tapauksessa voidaan raja-arvon ja odotusarvon paikkoja
vaihtaa'. Néin ollen tulosta (4.3) kiyttdmélld ndhdéin, ettd

i &Y E(M) = E(lim w> = 7(y).

t—o0 t t—o0 t—o0

0<

<1

]

1Yleisesti tdmé perustuu ns. Lebesguen alisteisen suppenemisen lauseeseen, joka perustel-
laan analyysin ja stokastiikan jatkokursseilla.
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4.3 Pitkan aikavialin kustannusvauhti

Palataan vield luvun 4.1 kustannusmalliin, jossa systeemin kustannuskertyma ¢
ensimmaéseltd askeleelta madritelldén kaavalla

S X,

ja v(z) on satunnaisluvun C(X;) odotusarvo tapahtuman {X, = z} vallitessa
eiké riipu ketjun aiemmasta polusta. Tilasta x kdynnistyvéin systeemin pitkén
aikavilin odotettu kustannusvauhti (expected cost rate) madritelladn kaavalla

t—1
.1
o) = i § (5 c00).
mikéli raja-arvo on olemassa.

Lause 4.5. Adrellisen tilajoukon yhtendiselle ketjulle pitkin aikavilin odotettu
kustannusvauhti saadaan laskettua kaavasta

g(z) = > w(yw(y),
yes
erkd tulos riipu alkutilasta x.

Todistus. Lauseen 4.1 perusteella odotettu kustannuskertymé ajanhetkeen ¢
mennessé saadaan esiintyvyysmatriisilla kertomalla muodossa

g(x) = Z M(z, y)o(y).
yeSs
Jakamalla ylldolevan yhtédlon molemmat puolet luvulla ¢ ja soveltamalla lausetta
4.4 téstd nihdidn, etti

yes yeS

Selviastikédan yllaolevan yhtélon oikea puoli ei riipu x:sté. O]

Esimerkki 4.6 (Varastonhallinta). Jatketaan esimerkin 4.2 analyysié. Selvésti
varaston tilaa kuvaava Markov-ketju on yhtenéinen ja jaksoton, joten silld on
yksikésitteinen rajajakauma, joka voidaan ratkaista tasapainoyhtaloistd 7P =
mja Y m(z) =1 tietokoneella ja lausetta 4.5 kdyttédmaélld voidaan todeta, etté
pitkan aikavilin odotettu tuottovauhti on

g(z) = Y 7(y(y)
yes
eikd se riipu alkutilasta x. Sijoittamalla ylldolevaan kaavaan lukuarvot havai-
taan, ettd pitkalld aikavalilld myymaéldn odotettu tuotto on 371.29 EUR vii-
kossa, miké vastaa 3713 EUR odotettua tuottovauhtia per kymmenen viikon
jakso. Taméa on melko ldhelld esimerkin 4.2 odotettuja kustannuskertymia en-
simmaéisen kymmenen viikon ajalta, jotka riippuvat alkutilasta. [ |
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4.4 Kulkuajat

Markov-ketjun (Xo, Xi,...) kulkuaika (passage time) joukkoon A maaritelldén
kaavalla
Th=min{t >0:X; € A}.

Liséksi merkitddn T4 = oo, mikéli ketju ei koskaan kay joukossa A. Kulkuaika
on siis satunnaisluku, joka saa arvoja laajennettussa kokonaislukujen joukos-
sa {0,1,2,...,00}. Tilasta x kiynnistyvin Markov-ketjun odotettua kulkuaikaa
(expected passage time) joukkoon A merkitaén

k}A<l’) = E(TA|X0:ZL‘)

Lause 4.7. Odotettujen kulkuaikojen kokoelma (ka(x) : x € S) on yhtiloryhmdin

fl@)=1+> Pay)fly), =¢A
yEA (4.4)

flx) =0, xr € A,
pienin ei-negatitvinen ratkaisu.

Yhtaloryhmé (4.4) vastaa harmonisen analyysin ndkokulmasta nk. Poissonin
vhtaloi
Df(x)=-1, =xz€ B, (4.5)

reunaehdolla
f(z)=0, xz€dB,

kun merkitdin D = P — I, B = A°ja 0B = A, missda [ : f — f on tila-
joukon indeksoima identiteettimatriisi. Kuvausta D : f — Pf — f kutsutaan
Markov-ketjun virtausmatriiksi. Pienimmén ei-negatiivisen ratkaisun voi loytaa
méaarittelemilla ensin fo(z) = 0 kaikilla = ja sen jilkeen rekursiivisesti laske-

malla
_ 1+ Zy¢A P($7 y)fn(y>7 T ¢ A>
fn+1($)— {0’ —

Télloin voidaan todistaa, ettd f,(z) on kasvava jono, jonka raja-arvo f(x) =
lim,, ,o fn(x) on hyvin méiritelty laajennetussa reaalilukujen joukossa [0, oo,
ja kokoelma f = (f(x) : x € S) on yhtdloryhmén (4.4) pienin ei-negatiivinen
ratkaisu. Néiden asioiden varmistaminen on hyvéa harjoitustehtdva matemaat-
tisesti suuntautuneelle lukijalle. Ohjelmointia harrastavalle lukijalle hyva har-
joitus puolestaan on kirjoittaa rekursiivinen funktio, joka laskee ylldolevat raja-
arvot.

Ennen lauseen 4.7 todistamista tarkastellaan seuraavaa kdytdnnon esimerk-
ki&, johon lausetta voi soveltaa.

Esimerkki 4.8 (Henkilostosuunnittelu). Kalvonvaantéjat Oyj on liikkeenjoh-
don konsulttiyhtio, jonka 100 tyontekijda on jaoteltu kolmeen palkkaluokkaan:
1 =’juniori’, 2 = ’seniori’ ja 3 = ’partneri’. Viikon alussa junioriasemassa oleva
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tyontekija ylenee senioriksi tn:1la 0.030, poistuu yhtiosta tn:11a 0.020 ja muu-
ten jatkaa samassa asemassa seuraavan viikon alussa. Vastaavasti seniori yle-
nee partneriksi tn:11a 0.010, poistuu yhtiosta tn:11a 0.008 ja muuten jatkaa sa-
massa asemassa. Partneri poistuu yhtion palveluksesta tn:114 0.010 ja muuten
jatkaa samassa palveluksessa. Yhtion palveluksesta poistuvan tyontekijén tilal-
le rekrytoidaan uusi tyontekijé junioritasolle. Yksinkertaisuuden vuoksi olete-
taan, ettd uusi tyontekija aloittaa véalittomésti seuraavan viikon alussa, jolloin
tyontekijoiden lukumaéara yhtiossa sdilyy vakiona. Kuinka kauan yhtioon juuri
palkattu tyontekija odotusarvoisesti pysyy yhtion palveluksessa? Entd miké on
partneriksi ylennetyn henkilon odotusarvoinen jéljelld oleva tydaika yhtiossa?

Oletetaan, ettd kaikki ylenemiset ja poistumiset tapahtuvat toisistaan ja
edellisten viikkojen tiloista riippumattomasti. Tama oletus yksinkertaistaa ana-
lyysid huomattavasti, eika pidé pitkalléd aikavélilla paikkaansa, sillé se ei ota huo-
mioon esim. partnerin ikddntymistd kohti eldkeikdd. Lyhyelld ja keskipitkalla
aikavililla oletus silti saattaa antaa riittdvin tarkkoja ennusteita. Yksittédisen
tyontekijan urakehitys voidaan télloin mallintaan Markov-ketjulla tilajoukossa
{0,1,2,3}, missé tila 0 tarkoittaa, ettd henkilé on poistunut yhtion palveluk-
sessa. Koska meitéd ei kiinnosta henkion tyoura yhtiostd poistumisen jélkeen,
voidaan tila 0 mallintaa absorboivana, jolloin siirtymé&matriisin ensimméinen
rivi on [1,0,0,0]. Viikon alussa junioriasemassa (tila 1) oleva tyontekijé poistuu
viikon kuluessa yhtion palveluksesta tn:lla P(1,0) = 0.020 ja ylenee seniorik-
si tn:lla P(1,2) = 0.030. Koska juniori ei voi suoraan yletéd partneriksi yhden
viikon aikana, péatee P(1,3) = 0. Néin ollen siirtym&matriisin toinen rivi on
[0.020, 0.950, 0.030, 0]. Analysoimalla muut rivit samaan tapaan ndhdain, etti
urakehitystd kuvaavan Markov-ketjun siirtyméamatriisi on

10 0 0
0.020 0.950 0.030 0
pP= . (4.6)
0.008 0 0.982 0.010

10.010 0 0 0.990]

Kyseisen ketjun tila 0 on absorboiva ja muut tilat ovat vaistyvid. Témén nékee
selvimmin ketjun siirtymékaaviosta (kannattaa piirtdé itse).

Juuri palkatun juniorin tyaika yhtion palveluksessa on tilasta 1 kdynnistyvén
Markov-ketjun kulkuaika tilaan 0. Sen odotusarvo on tilajoukon A = {0} odo-
tettu kulkuaika k4(1). Yksittédistd odotettua kulkuaikaa ei yleensé voi erikseen
laskea, vaan yleensd yhden laskemiseksi pitdd laskea kaikki. Kulkuajat toteut-
tavat lauseen 4.7 mukaan yht&lot
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jotka nyt voidaan kirjoittaa muodossa

F(1) =1-+0.950 f(1) + 0.030 f(2)
£(2) =1+ 0.982 £(2) +0.010 £(3)
£(3) = 1+0.990 £(3).

Naista voidaan ensin ratkaista

1
f(3) = T—o990 — 100
sen jalkeen
f(2) = %1352(3) = 111.11,
ja lopulta
fy = LEO080/@) g4 67

1 —-0.950

Koska ylléoleville yhtéloille yhtéloille 16ydettiin vain yksi ei-negatiivinen ratkai-
su f = [f(1), £(2), f(3)], ovat kyseisen vektorin komponentit lauseen 4.7 mu-
kaan kysytyt odotetut kulkuajat eli k4 = f. Néin ollen yhtioon juuri palkattu
tyontekija pysyy yhtion palveluksessa odotusarvoisesti 86.67 viikkoa eli noin 1.7
vuotta ja partneriksi ylennetyn henkiloén odotettu jéljelld oleva tyoaika yhticssa
on 100 viikkoa eli noin 1.9 vuotta.

|

Lauseen 4.7 todistus. Tarkistetaan ensin, ettd luvut ka(z) toteuttavat yhtalot
(4.4). Tama tehdddn soveltamalla Markov-ketjulle ensiaskelanalyysid eli ehdol-
listamalla ketjun ensimmaéisen askeleen suhteen. Kun ketjun alkutila z € A,
pitee varmuudella Ty = 0, joten ka(z) = 0. Oletetaan seuraavaksi, ettd ketjun
alkutila x ¢ A. T&lloin ehdollistamalla tilan X; suhteen n&hdéén, etta

ka(x) =Y Plx,y) B(Ta| X1 =y, Xo = ). (4.7)

yeS

Kun z ¢ A, pitee
Ty =min{t > 1: X, € A},

josta voidaan Markov-ominaisuutta kayttamélla péadtella, etté
E(Ta|Xi =y, Xo=2) = 1+E(Ta|Xo=y) = 1+ka(y)

Yhdistamalla yllaoleva havainto kaavaan (4.7) péételldén, etta

ka(r) =Y Pla,y)(1 + ka(y))

=> P(z,y)+ Y P(z,y)ka(y).
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Kaavan (4.4) alempi yhtdlo seuraa téstéd, kun todetaan ettd Pm rivisummat
ovat ykkosid ja ka(y) = 0 kaikilla y € A.

Todistetaan seuraavaksi, ettd (ka(z) : x € S) on pienin ei-negatiivinen rat-
kaisu. Oletetaan, etté (f(z) : © € S) on jokin yhtaloryhmén (4.4) ei-negatiivinen
ratkaisu ja ndytetddn, etta

f(x) = kalx) (4.8)

kaikilla . Selvésti (4.8) patee kaikilla x € A, silla talloin f(z) = ka(z) = 0.
Oletetaan seuraavaksi, ettd = ¢ A. Téalloin

fl@) = 14 ) P,y f(y)

y¢A

= 1+ P(z,y) (1 +) Py, Z)f(z)>
ygA z¢A

= 1+> Py +Y > PlayPy2)f(2)
y¢A ygA 2¢A

Koska? P,(T4 > 1) =1 ja
y¢A
voidaan yllaoleva yhtalo kirjoittaa muodossa
f(x) = Po(Ta = 1) +Po(Ta > 2)+ Y Y Plx,y) Py, 2)f(2).
ygA z¢A
Toistamalla samaa argumenttia monta kertaa ndhdaén, etta
fl@) = Po(Ta>1)+---+P.(Ta > 1)
+ > > Pa,y) Py ys) - Py, ) fwe).

y1¢A yt¢ A
Koska f > 0, voidaan tésta paatelld, etta
flx) > Po(Ta>1)+---+P.(Ta >1)

kaikilla kokonaisluvuilla ¢t > 1, joten viemalla t — oo ja kayttamalla alla olevaa
lemmaa 4.9, todetaan etta

f(l’) Z iPx<TAZt) = EwTA = /CA(]J)

t=1

]

2Merkitasn mukavauussyistd P,:1l4 ja E,:1l4 todennikoisyyksis ja odotusarvoja ehdolla
XO = X.
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Lemma 4.9. Jokaiselle satunnaisluvulle X, joka saa arvoja laajennetussa po-

sitiwvisten kokonaislukujen joukossa Z, U {oo} = {0,1,2,...,00} pitee
EX = ) P(X > ) (4.9)
r=1

Todistus. Jos P(X = oo) = 0, niin vaihtamalla ei-negatiivisten termien sum-
mausjérjestystd nahdain, etta

YPX ) =) Y PX=y) =) Y PX=y)=) yP(X=y)=EX.

Jos taas P(X = oco) > 0, niin

i]P’(XZa:) > iP(X:oo) = o0.

Koska EX = oo aina kun P(X = oo) > 0, todetaan ettd viite pitdd paikkansa
my0s tapauksessa P(X = co) > 0. O

4.5 Osumatodennikoéisyydet

Tarkastellaan dérellisen tilajoukon Markov-ketjua, jolla on siirtymamatriisi P.
Valitaan jokin epétyhjé tilojen joukko A C S. Yhtendinen ketju varmuudel-
la kay kaikissa tiloissa aikanaan, mutta epédyhtendinen ei valttaméatta. Milla
todennékoisyydelld tilasta z kdynnistyvé ketju kdy joskus tilajoukossa A? Mer-
kitdan kysyttyéd todennakoisyytta

ha(z) = P(X; € Ajollaint > 0| Xy = z).

Tatéa voidaan kutsua joukon A osumatodenndikdoisyydeksi (hitting probability) al-
kutilasta x.

Lause 4.10. Osumatodenndkoisyyksien vektori ha = (ha(x) : x € S) on
yhtaloryhmdn

f@) =S Pley)fly), =¢A
yes (410)

f(x):]w ZEGA,

pienin ei-negatiivinen ratkaisu.

Samaan tapaan kuin odotetuille kulkuajoille yhtalossé (4.5), voidaan yhtaloryhma
(4.10) tulkita harmonisen analyysin ndkokulmasta Poissonin yhtaloné

Df(z) =0, =€ B, (4.11)
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reunachdolla

flz)=1, z€0IB,

kun merkitdén D = P — I, B = A¢ ja 0B = A. Poissonin yhtaloa (4.11),
jonka oikea puoli on nolla, kutsutaan yleisesti Laplacen yhtéloksi. Ennen lauseen
todistusta katsotaan kédytannon esimerkkié sen soveltamisesta.

Esimerkki 4.11 (Henkilostosuunnittelu). Tarkastellaan esimerkin 4.8 yhtioté.
Millad todennékoisyydella yhtioon palkattu tyontekija péadtyy jossain vaihees-
sa tyouraansa yhtion partneriksi? Kysytty todennékoisyys on tilajoukon A =
{3} osumatodennikéisyys ha(1) alkutilasta Xy = 1 ldhdettéessd. Yhtéloryhma
(4.10) on nyt muotoa

3
ZP ), x=0,1,2,
Y=

ja kaavan (4.6) siirtymématriisille tdmé vastaa yht#loita

£(0) = £(0),

£(1) = 0.020 £(0) + 0.950 f(1) + 0.030 f(2),
£(2) = 0.008 £(0) + 0.982 f(2) + 0.010 £(3),
fB3) =1

Koska tilasta 0 ei koskaan voi padsta tilaan 3, tiedetddn ettd f(0) = 0. Tamén
perusteella voidaan muut yhtélot ratkaista ja havaita ettd f = [0,0.333,0.556, 1]
on yhtéloryhmén ratkaisu. Ei ole myoskédn vaikeaa varmistaa, ettd edella mai-
nittu f on yhtaloryhmén pienin ei-negatiivinen ratkaisu. Lauseen 4.10 perusteel-
la tdmaé ratkaisu tuottaa kysytyt todenékoisyydet, eli f = h4. Néin ollen yhticon
junioriksi palkattu tyontekija etenee urallaan partneriksi todennékoisyydellé
f(1) = ka(l) = 0.333. Huomaa, ettd vektorin f komponentit eivit summa-
du ykkoseksi, vaikka sen alkiot ovatkin todennékoisyyksié (selvité itsellesi mik-
si). |

Lauseen /.10 todistus. Naytetdin ensiksi, ettd osumatodennékoisyydet toteut-
tavat yhtéloryhmén (4.10). Merkitddn jélleen P,:11a todenndkoisyyksid tilasta
x kdynnistyville Markov-ketjulle. Talloin ha(x) = P, (T4 < 00), missd T4 on
ketjun kulkuaika tilajoukkoon A. Jos alkutila x € A, niin ketju varmuudella
kéy joukossa A, joten hu(x) = 1. Oletetaan seuraavaksi, ettd = ¢ A. Markov-
ominaisuutta kayttamallda voidaan paditelld, etta téalloin

P.(Tha<oo|Xi=y) = P(Th <ox| X1 =y,Xo=12)
= P(Tu<o0| X =1y)
= ha(y),
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joten
hA<£IZ') = ]P’x(TA < OO)
= ZP@«(Xl =y)P,(Th < 00| X1 =y)

yeS

= > P(z,y) ha(y).

yeSs

Néin ollen (ha(z) : x € S) muodostaa yhtaloryhmén (4.10) ei-negatiivisen
ratkaisun.

Oletetaan seuraavaksi, ettd f = (f(z) : x € S) on jokin yhtaloryhmén (4.10)
ei-negatiivinen ratkaisu ja ndytetddn, ettd f(z) > ha(x) kaikilla x. Talloin
selvistikin f(z) = ha(x) = 1 kaikilla z € A. Jos x ¢ A, niin

f)=>" P(x,y)f(y)

yeS

=> P(z,y)+>_ Pla.y)f)

yeA y¢A

=P.(X1 € A) + > P(z,)f(y).
y¢A

Sijoittamalla yo. yhtélon oikealle puolelle f(y):n lauseke ndhddén, etta

f@) = Po(X1 € A)+ > P(z,y) (Z P(y,2)+ > P(y,2)f(2) )

ygA z€A 2¢ A
= P(Xi € A)+P (X1 ¢ A, Xo € A)+ > Y Pla,y)Py. 2)f(2)
yEA z¢ A
yEA 2¢ A

Toistamalla téllaista padtelméd rekursiivisesti havaitaan, etté
f@) = Po(Ta=1)+-- +Po(Ta = 1)
+ > > Py Plyn ) - Plyey, v f ).

y1¢A ye¢ A

Koska f > 0, voidaan tésta padtelld, etté
f@) 2 Po(Ta=1)+---+P(Ta=1)

kaikilla kokonaisluvuilla ¢ > 1, joten viemalla ¢t — oo ja kidyttamallad alla olevaa
lemmaa 4.9, todetaan etta

fl@) = Y P(Ta=t) = Py(Ta<o0) = hax).
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Luku 5

Adrettomin tilajoukon
Markov-ketjut

Adrellisen tilajoukon yhtenéisella ja jaksottomalla Markov-ketjulla on aina yk-
sikésitteinen tasapainojakauma, johon myos ketjun tilajakauma suppenee, al-
kutilasta riippumatta. Adrettoméssé tilajoukossa tdmé ei pida paikkaansa.

5.1 Mairitelmé ja esimerkkeja

Numeroituvasti darettéoman tilajoukon Markov-ketju on satunnaisprosessi, jo-
ka siirtyy tilasta z tilaan y todenndkoéisyydella P(x,y) aiemmista tiloista riip-
pumatta. Tdm&a méédritelmé on tadysin sama kuin &irellisen tilajoukon ketjul-
le luvussa 2 ja se voidaan tésmaéllisesti ilmaista yhtdlon (2.1) avulla. Ainoa
ero on, ettd ketjun siirtymamatriisi P = {P(x,y) : z,y € S} on talla ker-
taa ddreton. Adretoén siirtymématriisi on usein luontevaa mieltdd funktioksi
P:S xS —|0,1], joka kuvaa tilaparin (z,y) todennékoisyydeksi P(z,y).

Luvussa 5.2 ndhdédén, miten ddrettomia siirtymématriiseja voidaan késitella
hyvin samaan tapaan kuin &arellisidkin. Katsotaan ensiksi kaksi keskista esi-
merkkiéd ddrettomén tilajoukon ketjuista.

Esimerkki 5.1 (Satunnaiskulku positiivisilla kokonaisluvuilla). Asrettomassi
lukujoukossa Z, = {0,1,2,...} kulkee hiukkanen, joka kullakin aika-askeleella
menneisyydestéd riippumatta siirtyy tilasta x > 1 oikealle todennékéisyydella
p, vasemmalle todennikoéisyydelld ¢ ja muuten pysyy paikallaan. Tilasta 0 se
siirtyy oikealle todennékoisyydelld p ja muuten pysyy paikallaan. Hiukkasen
paikka ¢:n aika-askeleen jdlkeen on &drettomén tilajoukon Z, Markov-ketju,
jonka siirtymématriisin alkiot ovat

1 - b, Y= 07
P0,y) = {p y=1
0, muuten,
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ja

q, y:x_lv

l-p—q¢, y==zu,
P(z,y) = B

pa y_x+17

0, muuten,

kun z > 1. Merkitsemaélld r = 1 —p — ¢ voidaan tdméa dareton matriisi kirjoittaa
muodossa

_1_pp0 -
g 7 p 0
0 T 0
P q p
0 0 r p 0
0 0 q p 0

Kun p,q > 0, on siirtymékaaviosta helppo néhdé, ettd ketju on yhtendinen.
Lisdksi P(0,0) > 0, joten ketju on jaksoton. [

5.2 A#rettomin tilajoukon jakaumat ja siirtyms-
matriisit

Numeroituvasti adrettomén tilajoukon alkiot voidaan numeroida positiiviisia
kokonaislukuja kdyttden muodossa S = {z1,x,...}. Téllaisen tilajoukon to-
dennikoisyysjakauma on kuvaus p : S — [0, 1], jolle patee

> p(r)=1. (5.1)

€S

Kayttamaélla edellamainittua tilajoukon numerointia voidaan ylldoleva dédreton
summa kirjoittaa muodossa

> nlw) = 1.

i=1

Positiivitermisten summien teoriasta tiedetdén, ettd yhtélon (5.1) vasen puo-
li ei riipu siitd, miten tilajoukon alkiot numeroidaan, joten jatkossa nume-
rointi jatetddn yleensd merkitseméttd. Kuten &érellisessidkin tapauksessa, to-
dennikoisyysjakauma p = (u(z) : @ € S) on Markov-ketjujen yhteydessd hyva
tulkita tilajoukolla S indeksoituna vaakavektorina.

Numeroituvasti darettomén tilajoukon siirtymématriisi on kuvaus P : .S x
S — [0, 1], jolle pétee

Y Plz,y)=1 kaikillaz € S,

yes
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eli ddrettomén nelivmatriisin P dérettémét rivisummat ovat ykkosid. Adretto-
mélld siirtymématriisilla kerrotaan vaakavektoreina tulkittuja todennékoisyys-
jakaumia vasemmalta ja pystyvektoreina tulkittuja rajoitettuja funktioita oi-
kealta samaan tapaan kuin dérellisessékin tapauksessa. Jos p on joukon S to-
dennékoisyysjakauma, niin (4dreton vaakavektori) pP mééritelladn kaavalla

pP(y) = > p@)P(z,y), yeS.
€S

Télloin selvasti pP(y) > 0 kaikilla y € S. Lisdksi positiivisten termien sum-
mausjérjestystd vaihtamalla ndhdééan, etta

S PG = Y3 we)Play) — (z u<x>) (z P(w,w) _ 4,

yes yesS zeSs €S yes
joten myos (déreton vaakavektori) pP on tilajoukon S todennékoisyysjakauma.
Kahden siirtymamatriisin P,Q : S x S — [0,1] tulo R = PQ mééritelladn
kaavalla

R(z,z) = Z P(z,y9)Q(y,2), z,z€S.

yes

Talloin R(x,z) > 0 kaikilla z, z. Vaihtamalla ei-negatiivitsen termien sum-
mausjarjestysta lisdksi ndhdaén, etta

> R(@,2) =YY PlyQz)=> Py Qz) =1
z€S z€S yes yes z€S

Néin ollen kahden siirtymédmatriisin tulo on myés siirtyméamatriisi. Matriisitulon
avulla méiritelldiin matriisin potenssit tavalliseen tapaan eli P° = I, misséi
identiteettimatriisi I : S x S — [0, 1] mééritellddn alkioittain

1, x =y,
f(w,y)Z{O vk y

ja rekursiivisesti P! = P'P kaikilla t = 0,1,2,...

5.3 Hetkittiiset tilajakaumat

Seuraava tulos on mukava nidhdé teorian ndkokulmasta, mutta kaytadnnossi
ddrettoman matriisin potensseja ei noin vain voi tietokoneella laskea.

Lause 5.2. Markov-ketjun tilajakauma mielivaltaisella ajanhetkellit = 0,1, 2

) VAR

saadaan laskettua alkujakaumasta kaavalla
e = MOPta (52)

missi P on siirtymdmatriisin t:s potenssi. Todenndkdisyys, etti Markov-ketju
surtyy t:n atka-askeleen atkana tilasta x tilaan y saadaan svirtymdmatriisin
avulla kaavasta

P(X; =y|Xo=1) = P'(z,y).
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Todistus. Lauseen 2.4 ja lauseen 2.6 todistukset toimivat myos numeroituvasti
adrettomassa tilajoukossa. O]

5.4 Pitkan aikavilin kiyttidytyminen

5.4.1 Markov-ketjun peitelause

Seuraava tulos kertoo, ettéd tietyin ehdoin Markov-ketjun polku varmuudella
peittdd koko tilajoukon, vieldpa ddrettéméan monta kertaa.

Lause 5.3. Jos numeroituvan tilajoukon yhtendiselld Markov-ketjulla on ole-
massa tasapainojakauma w, niin todenndkdisyydellid 1 ketju kdy ddrettémdn
monta kertaa jokaisessa tilajoukon tilassa.

Lauseen todistamiseksi maéaritellddn muutamia palautuvuuteen liittyvia késit-
teitd. Markov-ketjun (Xo, X1, ... ) ensimmdinen siirtymdhetkitilaan y maaritelladan
kaavalla

T, = min{t >1:X; =y}

Todennékoisyytté, etté tilasta x kdynnistyva ketju joskus siirtyy tilaan y, mer-
kitaan
pla.y) = BT} < o0).
Kun z = y, on ylldoleva luku tilan x paluutodenndkoisyys. Kun x # y, on
p(x,y) ketjun kulkutodenndkdisyys tilasta x tilaan y. Huomaa, etté p(z, y) kertoo
todennékaisyyden kulkea jotain polkua pitkin tilasta z tilaan y, kun taas P(z,y)
kertoo, milld todennékoisyydelld ketju yhdelld askeleella siirtyy x:stéd y:hyn.
Aina pétee siis epayhtilo
plz,y) = P(z,y).

Tila = on palautuva (recurrent), jos p(x,z) = 1, ja wvdistyvd (transient), jos
p(x,z) < 1. Voidaan ndyttéd, ettd dérellisen tilajoukon yhtendisen ketjun kaikki
tilat ovat palautuvia. Adrettomaéssa tilajoukossa néin ei valttamédtta ole.

Lemma 5.4. Jos palautuvasta tilasta x on mahdollista kulkea tilaan y # =,
nain talloin p(y, x) = 1.

Todistus. Tehdaén vastaoletus, jonka mukaan p(y,z) < 1. Olkoon ¢ > 1 pienin
kokonaisluku siten, etté ketjun siirtymékaaviossa on olemassa t:n askeleen polku
r=x9— o — - — 3 = y. Talloin = ei kuulu joukkoon {z1,...,z.}, silla
muuten 16ydettéisiin lyhyempi polku tilasta x tilaan y. Téll6in todennékoisyys,
ettd tilasta x kdynnistyva ketju ei koskaan palaa alkutilaansa, toteuttaa
P (T} = 00) > P(xg,x1)P(xy,20) - Pxi_1,2:)(1 — p(y,z)) > 0.

T#ama on ristiriidassa oletuksen p(x, x) = 1 kanssa, joten vastaoletus ei voi pitda
paikkaansa. O
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Lauseen 5.3 todistus. Olkoon (Xg, X7, ...) numeroituvan tilajoukon S yhtenéinen
Markov-ketju, jolla on tasapainojakauma 7. Perustellaan aluksi, etté

7(y) >0 kaikillay € S. (5.3)

Valitaan ensin jokin tila zq siten, ettd m(zg) > 0. Yhtendisyyden perusteella
T ~> Y, joten P'(xg,y) > 0 jollain kokonaisluvulla ¢ > 0. Koska 7P = 7, pitee
my6s 7 P! = m, joten

w(y) =>_w(@)P(z,y) > 7(ao) P (w0, y) > 0,

zeSsS

Tarkastellaan seuraavaksi tapahtumaa A,, ettd tila y esiintyy ketjussa, mut-
ta vain &drellisen monta kertaa. Tamé tapahtuma voidaan esittda erillisend
yhdisteend A, = U2 A, ;, missé

Ay,t = {Xt =y, Xin1 7’é Y, Xigo 7é yv"'}

on tapahtuma, etté tila y esiintyy ketjussa viimeisen kerran ajanhetkelld ¢t. Ta-
sapainojakaumasta kdynnistyville ketjulle pétee

Pm(Ay,t) = ]P):c(Xt = Z/) ]P)x(XH-l Y, Xiro Y, - .. |Xt = y)
= Po(Xy =y)Py(Xs #y, Xo #y,...) (5.4)
= P'(z,9)(1 = p(y,y))-

Kertomalla molemmat puolet 7(x):1l4 ja summaamalla z:n suhteen néhdéén,
ettd tasapainojakaumasta kaynnistyvélle ketjulle

Pr(Ays) = Y m(@)Pu(Ays) = > m(2) Pz, y)(1-p(y, ) = 7(y)(1—p(y,y))-

zesS zeSs

Summaamalla yli kaikkien ajanhetkien ndhdaén, etta

Po(Ay) = Y Pe(Ay) = > 7)1 - py.y))

t=0

Koska oikean puolen summan termit eivét riipu ¢:sté, on jokaisen termin pakko
olla nolla. Koska lisdksi 7(y) > 0 epayhtalon (5.3) nojalla, tistd seuraa, ettd
p(y,y) = 1. Néin ollen jokainen ketjun tila on palautuva.

Olkoon U, tapahtuma, etté tila y esiintyy ketjussa éérettéméan monta kertaa.
Témén tapahtuman vastakohta voidaan esittdd muodossa U = A, U By, missi
B, on tapahtuma, ettd tila y ei koskaan esiinny ketjussa. Yhtélostd (5.4) nyt
seuraa, ettd P,(A,;) = 0 kaikilla ¢ > 0 ja néin ollen myés P,(A,) = 0. Kun
y = x, niin triviaalisti P,(B,) = 0. Kun y # «, niin P,(B,) = 1 — p(x,y). Koska
ketju on yhtenéinen, voidaan Lemman 5.4 avulla p#dtelld, ettd p(x,y) = 1,
joten P, (B,) = 0 myos téssd tapauksessa. Tastéd seuraa, etté

]P)x(Ugj) = P.(4y) +P(By) = 0.
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Merkitaéan vield U:lla tapahtumaa, ettéd ketju kéy kaikissa tilajoukon tilois-
sa ddrettoméan monta kertaa. Taméan tapahtuman vastakohta voidaan esittédé
muodossa U¢ = UyesU, . Néin ollen tapahtumien yhdisteiden summaestimaat-
tia kayttamalla

P, (U%) < Pu(Ug) =0,

yeSs

josta pédtelldédn, ettd P, (U) = 1. Sama havainto pétee mielivaltaisella alkuja-
kaumalle g, silla

Pu(l) = 3 ol)Pa(U) = 3 pol) = 1,

€S z€S

5.4.2 Suppenemislause

Lause 5.5. Jos numeroituvan tilajoukon yhtendiselld ja jaksottomalla Markov-
ketjulla on olemassa tasapainojokauma m, nitn kyseinen tasapainojakauma on
yksikasitteinen ja hetkittiiset tilajakaumat py(y) = P(X, = y) toteuttavat

Z le(y) — 7(y)| = 0, kunt — oo, (5.5)

alkujakaumasta riippumatta.

Todennakéisyysjakaumien p ja v kokonaisvaihteluetdisyys (total variation dis-
tance) voidaan médritellddn kaavalla ||y —v|[rv = 1 > o |pu(z) — v(z)|. Télldin
(5.5) on yhtépitavid tuloksen ||u; — ||ty — 0 kanssa. Kun (5.5) pétee, niin
patee myos . (y) — 7(y) kaikilla y € S. Valitsemalla alkujakaumaksi §, tésté
seuraa myos, ettd P'(x,y) — 7(y) kaikilla z,y € S.

Todistus. Olkoon S ketjun tilajoukko. Médritelldén tulojoukkoon S x .S siir-
tyméamatriisi P kaavalla

P((z1,72), (y1,92)) = P(x1,y1) P22, 92),  (71,22), (Y1,92) € S x S.

Tamé matriisi kuvastaa tulojoukon S x S Markov-ketjua, jonka molemmat
komponentin liikkuvat toisistaan riippumattomasti tehden siirtymi& matriisin
P todennikoisyyksin. On helppo néyttdd, ettd 7(x,y) = w(x)m(y) on siir-
tymématriisin P tasapainojakauma. Voidaan myds niyttis (tdhén tarvitaan
P:n jaksottomuutta), ettd P on yhteniinen.

Olkoon ((Xo,Yp), (X1,Y1),...) jokin tulojoukon S x S Markov-ketju, joka
etenee siirtymématriisin P mukaisesti. Talloin (Xo, X1, ...) ja (Yo, Yi,...) ovat
siirtyméamatriisin P mukaan etenevid Markov-ketjuja. Olkoon

7 =min{t > 0: X; =Y}

o1



nédiden kahden satunnaisprosessin ensimméinen kohtaushetki. Tamé kohtaus-
hetki on enintdén yhtd suuri kuin mielivaltaisen tilan (z, z) ensimméinen esiin-
tymishetki 77 .y ketjulle (X;,Y;). Koska ketju (X¢,Y;) on yhtendinen ja silld on
olemassa tasapainojakauma 7, kiy ketju peitelauseen 5.3 mukaan varmuudella
aikanaan kaikissa tilajoukon tiloissa, joten 7 < T{, .y < oo todennékdisyydelld
yksi. Néin ollen

P(r <o0) =1

alkujakaumasta riippumatta.
Todetaan seuraavaksi, ettéa

t
P(X;=y,7<t) = ZZP(TZS,Xs:x,Xt:y)

s=0 =
t

= ZZP(TZS,XS:x)IP’(Xt:y]Xs:x)
s=0 =z
t

= > Y Plr=5Y, =2)P(Y,=y|Y, =)
s=0 =

= PY,=y,7<t).

Téasta seuraa, etté

P(X; =y) =P(Vi=y)| = [P(Xi=y,7>1) = P(Y; =y, 7 >1)]
S PXy =y, 7> )+ PYi =y, 7 >1),

ja summamalla molemmat puolet y:n suhteen

S IP(X =y) —P(Y, =y)| < 2P(r > 1).

Koska
lim P(7 > t) =P(r = 00) =0,

t—o00

todetaan etta

STP(Xi=y) - B(¥i=y)| - 0

ketjun (X;,Y:) alkujakaumasta riippumatta.

Valitaan nyt ketjun (X, Y;) alkujakaumaksi fig(x,y) = po(z)m(y), missi po
on mielivaltainen tilajoukon S jakauma. Télloin P(Y; = y) = 7w(y) kaikilla ¢,
joten ketjun X; tilajakaumalle u,(z) = P(X; = x) pétee

> lmly) = w(y)| — 0.

92



5.5 Kaiaantyvyys

Numeroituvan tilajoukon S siirtyméamatriisi P ja sitd vastaava Markov-ketju on
kddntyvd (reversible) todennékoisyysjakauman m suhteen, jos m toteuttaa pareit-
taiset tasapainoyhtdlit (detailed balance equations)

m(x)P(x,y) = n(y) Py, v) (5.6)
kaikilla z,y € S.

Lause 5.6. Jos P on kdadntyva jakauman m suhteen, niin tdlloin m on P
tasapainojakauma.

Todistus. Jos (5.6) pétee, niin télloin kaikilla y € S,

> w(@)P(r,y) = Y _w(y)Ply,x) = 7(y)>_ Ply.x) = =(y).

zeS zeS zeS
Nain ollen 7P = 7. O

Kaantyvyys voidaan tulkita ajan kddntdmisen suhteen seuraavasti. Olete-
taan, ettd (Xo, Xy,...) on siirtymématriisin P mukaan etenevé jakauman 7
suhteen kadntyva ketju, joka kdynnistetdédn hetkelld t = 0 tasapainojakaumasta
7. Pareittaisia tasapainoyhtiloitd (5.6) hyodyntamélla voidaan télloin nayttaa
(hyvé harjoitustehtivi), etté

P(Xog =20, Xy =21,..., Xy =2¢) = 7(xo)P(xo,21)P(x1,22) - P(x4_1,7¢)

m(xy) P(xy, xp1) -+ - Py, 20)
= ]P(Xt = xo,Xt,1 =T1,... 7X0 = th)

Téasta voidaan padtelld, ettd tasapainojakaumasta kdynnistyvé kdantyva ketju
nayttad tilastollisesti tdysin samalta etuperin ja takaperin ajassa tarkasteltuna.
Tasapainossa olevan kadntyvén ketjun simuloitua videokuvaa tarkkailemalla ei
siis voida péételld, toistetaanko videota etuperin vai takaperin.

5.6 Syntymiskuolemisketjut

Adrellisen tai numeroituvasti ddrettomén tilajoukon S C Z. syntymiskuole-
masketju (birth—death chain) on Markov-ketju, jonka siirtymématriisille pétee
P(z,y) = 0 aina kun |z —y| > 1. Téllainen ketju voi siis yhdelld aika-askeleella
ainoastaan siirtyd yhden askeleen vasemmalle, yhden askeleen oikealle tai py-
syéd paikallaan. Yleensi tilajoukkona on kaikki ei-negatiiviset luvut Z., jollei
toisin mainita. Merkitddn tilassa x prosessin syntymétodennékoisyytta £, =
P(z, x+1) ja kuolematodennakoisyytta v, = P(x, z—1). Talloin todenndkoisyys
pysya paikallaan on 1 — 5, — 7,.
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Tarkastellaan yhtendistd Z, :n syntymiskuolemisketjua, jolloin 5, > 0 kai-
killa x > 0 ja v, > 0 kaikilla z > 1. Kokeillaan etsié ketjulle tasapainojakaumaa
7. Téssd tapauksessa tasapainoyhtélot voidaan kirjoittaa muodossa

m(0) = (1 = Bo)7(0) + nm(1),

7(1) = Bom(0) + (1 — B1 — y1)m(1) + 727 (2),
m(2) = fim(1) + (1 — B2 — 72)7(2) + 137 (3),
m(3)=...

Tatéa yhtdloryhméé tarkastelemassa (harjoitustehtidvi) voidaan tarkistaa, ettd
jokainen yhtaloryhmén ratkaisu toteuttaa

Yer1m(x + 1) = Bem(x), x=0,1,2,...
Taméa on yhtédpitdvad sen kanssa, ettd m toteuttaa pareittaiset tasapainoyhtalot
m(z)P(z,y) = w(y)P(y,z) kaikilla x,y € Z;.

Néin ollen jos syntymiskuolemisketjulla on olemassa tasapainojakauma 7, on
kyseinen ketju myos kdantyva m:n suhteen.

Esimerkki 5.7 (Satunnaiskulku positiivisilla kokonaisluvuilla). Esimerkin 5.1
satunnaiskulku on syntymiskuolemisketju, jolle 8, = p kaikilla x > 0 ja v, = ¢
kaikilla x > 1. Pareittaiset tasapainoyhtalot télle ketjulle ovat

grn(z + 1) =pr(z), x==0,1,2,...

Merkitsemélld ¢ = w(0) ja o = p/q, havaitaan ettd w(1) = ca, 7(2) = an(1l) =
ca?, jne. Jos tasapainojakauma on olemassa, se voidaan siis kirjoittaa muodossa

m(x) =ca®, x=0,1,2,...

Summaamalla ylldoleva yhtdlo x:n suhteen voidaan todeta, ettd kun p < ¢
(v < 1), ketjulla on tasapainojakauma

m(x) =(1—-a)®, x=0,1,2,...

Talloin peitelauseen (lause 5.3) perusteella ketju varmuudella kiy kaikissa Z:n
tiloissa ddrettoméan monta kertaa. Néin ollen, todennédkoisyydellda yksi, ketjun
polut harhailevat loputtomiin tilajoukon kaikissa tiloissa ja pétee

liminf X; =0 ja limsup X; = oc.

t—o0 t—00

Toisaalta suppenemislauseen (lause 5.5) perusteella ketjun hetkittdiset tilaja-
kaumat pu, ldhestyvét tasapainojakaumaa m, eli tilastollisessa mielessd ketjun
kéayttaytyminen silti pysyy aisoissa pitkélldkin aikavalilla.

Tapauksessa p > ¢ (a > 1) taas ketjulla ei ole tasapainojakaumaa. Tapauk-
sessa p > ¢ voidaan nayttad, ettd talloin X; — oo todennikoisyydelld yksi ja
kaikki tilat ovat véistyvid ja esim. tilasta 1 kidynnistyvé ei valttaméatta koskaan
kéy tilassa 0. Tapauksessa p = ¢ voidaan nayttad, etté kaikki tilat ovat palautu-
via ja ketju varmuudella kdy kaikissa tiloissa darettémén usein, mutta ketjulla
ei kuitenkaan ole olemassa tasapainojakaumaa. [ |
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5.7 Haarautumisprosessit

5.7.1 Siirtymamatriisi

Haarautumisprosessi (branching process) on tilajoukon Z, = {0, 1,2, ...} Markov-
ketju (Xo, Xy, ...), jolla mallinnetaan populaatiota, jossa jokainen sukupolven
t yksilo muista riippumatta tuottaa satunnaisen médran jélkeldisié, jotka muo-
dostavat sukupolven t+1 populaation. Haarautumisprosessin parametrina on ti-
lajoukon Z lisddntymisjakauma (offspring distribution) p = (p(0), p(1),p(2),...),
jonka alkio p(k) kertoo, milld todennékéisyydella yksilo tuottaa k jalkeldista.
Haarautumisprosessin alkutila kertoo populaation koon alkuhetkelld (sukupolvi
t = 0). Haarautumisprosessien tutkimus tuli tunnetuksi englantilaisen Francis
Galtonin vuonna 1873 julkaisemasta sukunimien siilymiseen liittyvastd kysy-
myksestd, johon hédn Thomas Watsonin kanssa pari vuotta mychemmin esitti
ratkaisun. Tdmé&n vuoksi haarautumisprosesseja usein kutsutaan nimell& Galton—
Watson-prosessi.

Jos sukupolvessa X; on x > 1 yksilod, niin sukupolven ¢t + 1 yksiléiden
lukuméara voidaan kirjoittaa summana

Xy = i+ Y,

missd Y7, Yo, ... ovat riippumattomia lisddntymisjakaumaa noudattavia satun-

naislukuja. Niin ollen ketjun siirtymatodennékéisyys tilasta x > 1 tilaan y > 0
on

P(z,y) = PY1+---+ Y, =vy). (5.7)

Jos taas sukupolvessa t ei ole yhtéaédn yksilod, niin lisédntymista ei voi tapahtua
ja

L y=0,
P(0,y) = { (5.8)

0, muuten.

Tila 0 on siis ketjun absorboiva tila. Kun ketju péaityy tilaan 0, on populaatio
kuollut sukupuuttoon. Ketjun kulkuaikaa Ty = min{¢t > 0 : X; = 0} kutsutaan
haarautumisprosessin elinajaksi (lifetime). Galtonin kuuluisa kysymys oli:

Milld todennékoisyydelld populaatio aikanaan kuolee sukupuuttoon?

Toisin sanoen, miké on tilan 0 osumatodennékoisyys P(Ty < 00)?

5.7.2 Generoivat funktiot

Kun lisdéntymisjakauma p on valittu, kaavat (5.7)—(5.8) médrittéavit haarautu-
misprosessin tilajoukolla Z, indeksoidun dérettomén siirtymamatriisin P kaikki
arvot yksikésitteisesti. Ongelmana vain on, etta kaavasta (5.7) voi olla hankalaa
laskea suoraan siirtymématriisin tarkkoja lukuarvoja. Esimerkiksi alkion P(3,7)
selvittdmiseksi taytyy laskea summa

PGB, =Y >3 1y +v2 +vs = 7) pu)p(y2)p(vs)-

Y1 Y2 Y3
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Téllaisten lausekkeiden késittelyyn tarjoaa oivan apukeinon todennikoisyydet
generoiva funktio. Lisddntymisjakaumaa p noudattavan satunnaisluvun Y to-
denndkdisyydet generoiva funktio (tngf) (probability generating function) on ku-

vaus ¢ : [—1,1] — R, joka méiritellddn kaavalla
dy(s) = Es¥ = Z s*p(k). (5.9)
k=0

Jos todennékoisyydet p(k) vaimenevat riittdvén nopeasti nollaan suurilla k:n
arvoilla, voidaan ¢y mééritelld myos valia [—1, 1] suuremmassa joukossa. Tngf:n
¢y arvot vélilld [—1, 1] kuitenkin méarittavit jakauman p yksikasitteisesti, silla
kaavan (5.9) oikean puolen potenssisarjan suppenemisside on aina vahintdin
yksi, ja néin ollen ylldolevaa summaa voi rajatta derivoida termeittéin jokaisessa
avoimen vélin (—1,1) pisteessi. Néin siis k kertaa ¢y :td nollassa derivoimalla
loydetasn

(k)
PY =k) = plk) = (bkaO), k=0,1,2,...

Generoivien funktioiden hyodyllisyys perustuu siihen, ettd riippumattomien
satunnaislukujen summan generoiva funktio on helppo laskea. Nimittdin jos X
ja Y ovat riippumattomia Z -arvoisia satunnaislukuja, niin t&lldin

bxiy(s) = Es* T = Es¥s¥ = Es*EsY = ¢x(s)dy(s).

Erityisesti siis kaikille riippumattomille ja samoin jakautuneille satunnaisluvuil-
le Y1,Y5,...,Y, on voimassa kaava

Yt ty, (8) = by, (5)™ (5.10)

Néin ollen esimerkiksi haarautumisprosessin siirtymématriisin alkio P(3,7) voi-
daan kaavan (5.7) perusteella laskea kirjoittamalla ¢y, (s)® potenssisarjaksi ja
selvittdmailld saadun potenssisarjan potenssia s’ vastaava termi. Tamén voi
tehdi derivoimalla funktiota ¢y, (s)? seitsemiin kertaa nollassa ja jakamalla lop-
putulos seitsemén kertomalla.

Seuraava tulos yleistdd kaavan (5.10) tapaukseen, missd myos summatta-
vien lukumééra on satunnainen. (Allaolevassa satunnaissumman méaritelméassi
S0, Y3 madritelliin nollaksi.)

Lause 5.8. Jos Yy,Ys, ... ovat riuppumattomia ja samoin jakautuneita 7., -
arvoisia satunnaislukuja ja N ndista risppumaton Z., -arvoinen satunnaisluku,
niin talloin satunnaisluvun
N
Z=> Y
k=1

tngf saadaan lausekkeesta ¢z(s) = on(dy, (s)).
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Todistus. Ehdollistamalla N:n saamaan arvoon ja riippumattomuutta ja kaa-
vaa (5.10) hyodyntdmalld havaitaan, etta

o0

¢z(s) = > P(N=n)E <SZ?=1Yk IN = n)

n=0
)

-~ Y P(N=n)E <SZ?:1YR)

n=0
oo

= S PN =) (5)"

n=0

= On(dvi ().

Todetaan vield, ettd tapahtuman N = 0 vallitessa Z = 0 méaaritelman mukaan.
Yllioleva laskelma toimii myds summausindeksille n = 0, silli ¢y, (s)° = 1, miké
vastaa ei-satunnaisen luvun Z = 0 generoivaa funktiota ¢g(s) = s’ = 1. [

5.7.3 Odotettu populaation koko

Seuraava tulos kertoo populaation odotetun koon ajan suhteen haarautumis-

prosessissa, jossa
m = E(Y})

on yksilon tuottamien jélkeldisten odotettu lukumédra. Lauseen seurauksena
nahdaén, ettd populaation odotettu koko ldhestyy nollaa kun m < 1, ja kasvaa
kohti ddretontéd eksponentiaalisen nopeasti kun m > 1.

Lause 5.9. Tilasta x kdynnistyvissd haarautumisprosessissa sukupolven t odo-
tettu koko saadaan kaavasta

E.(X;) =a2m', t=0,1,2,...
Todistus. Ehdollistamalla ajanhetken ¢ tilan suhteen havaitaan, etté
T Y
E(Xe | Xp=y) = E(ZYk‘Xt:?J> = ZE(YHXt:y) = my,
k=1 k=1

missd m = EY; on yksilon tuottamien jilkeldisten odotettu méaéra. Kertomalla
molemmat puolet P(X; = y):1l4 ja summaamalla y:n suhteen tésti seuraa, ettd

E(Xi1) = Y BN | X, =y)P(Xs =y) = Y maP(X, =y) = mE(X,).

y=0

Viite seuraa tasta induktiolla. O
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5.7.4 Sukupuuton todennikoisyys

Palautetaan mieliin Galtonin alkuperdinen kysymys. Milld todennékoisyydella
populaatio aikanaan kuolee sukupuuttoon eli mik& on tilan 0 osumatoden-
nakoisyys P, (Ty < 00)? Todetaan ensiksi, ettd jos alussa on x > 1 yksilod, niin
jokaisen alkuyksilon sukuhaara kéyttaytyy toisista sukuhaaroista riippumatta
kuten alkutilasta 1 kdynnistetty haarautumisprosessi. Néin ollen koko popu-
laatio kuolee sukupuuttoon téasmélleen silloin, kun kaikki erilliset sukuhaarat
katkeavat aikanaa, ja voidaan péaitelld etta

P.(Ty < >0) = 1%,

missd 7 = P1(Tp < oo) on yhden alkuyksilon haarautumisprosessin sukupuut-
totodennékdoisyys.

Lause 5.10. Tilasta 1 kdynnistyvdn haarautumisprosessin sukupuuttotodenndkdoisyys
n on yhtdilon
¢Y1 (S) =S

pienin ei-negatiivinen ratkaisu.

Esimerkki 5.11. Populaatiossa jokainen yksilo tuottaa elinaikanaan kaksi jalkeldista
todennékdoisyydelld a ja nolla jalkeldistd muuten. Milld todennékoisyydella erdéan
alkuhetken yksilon jélkikasvu katoaa lopulta sukupuuttoon?

Lisdéntymisjakauman todennikoisyydet generoiva funktio on ¢(s) = (1 —
a) + as?, joten ¢:m kiintopisteet ovat yhtélén as? — s+ (1 — a) = 0 nollakohdat

L 1xyT-da(l—a) 1% (1—2a)2:{(1—a)/a,

2a 2a 1.

Kysytty sukupuuton todennékéisyys on lauseen 5.10 perusteella néin ollen
{1, kun a < 1/2,
Poo =

= kuna > 1/2.

Lauseen 5.10 todistamista varten tarvitaan aputulos, joka kertoo miten haa-
rautumisprosessin hetkittéisten tilajakaumien todennékoisyydet generoivat funk-
tiot voidaan laskea lisaéntyvyysjakauman tngf:sta ¢(s) = ¢y, ().

Lemma 5.12. Alkutilasta 1 kdynnistyvin haarautumisprosessin populaation
koon generoiva funktio ajanhetkelld t + 1 toteuttaa

Px11(8) = 0x,(0(5)) = D(9x.(5)).

Todistus. Méaritelmén mukaan X, = 1, joten
Ox,(s) = s.
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Sukupolven t 4 1 yksilot ovat sukupolven t yksiloiden jélkeldisid, joten sukupol-
ven t 4+ 1 koko voidaan esittdd muodossa

Xt+1 - E }/;f,my
=1

missd Y; 1, Y; 2 ovat keskendén ja X;:sté riippumattomia lisddntymisjakaumaa p
noudattavia satunnaislukuja. Lauseen 5.8 perusteella pétee

Ox,,,(8) = dx,(6(s)), t=0,1,2,...

Sijoittamalla ylldolevaan kaavaan ¢ = 0 saadaan ¢x,(s) = ¢(s). Sijoittamalla
ylldolevaan kaavaan t = 1 saadaan

Ox,(8) = ox,(0(5)) = P(o(s)).

Niin jatkamalla voidaan todeta, ettd X;:n generoiva funktio saadaan saadaan
iteroimalla funktiota ¢ peridkkéin t kertaa. Téasté seuraa lemma toinen vaittama.
O

Lauseen 5.10 todistus. Merkitdan mukavuussyisti ¢(s) = ¢y, (s).
(i) Néytetddn ensiksi, ettd n on ¢:n kiintopiste. Kirjoitetaan 7 muodossa

n==rmp (G{Xt = O}>

ja todetaan, ettd tn-mitan jatkuvuuden nojalla

P (G{Xt = 0}> = lim P (O{Xs = 0}> .

Ylldmainittu jatkuvuusominaisuus seuraa yleisen tn-avaruuden tn-mitan ak-
sioomista; sité késitellddn tarkemmin todennékdéisyysteorian syventavilla kurs-
seilla. Seuraavaksi havaitaan, etté

Uix. =0} = {xi=0},

silla tila 0 on absorboiva. Niin ollen voidaan kirjoittaa

t
= tlgcr}oIP’ (L-JI{XS - 0}) - tlgcr}o e
missé 1, = P(X; = 0).

Generoivia funktioita kdyttden voidaan kirjoittaa

P(X; = 0) = ¢x,(0),
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ja lemman 5.12 avulla
¢x,(0) = ¢(dx,_,(0)).
Néin ollen
= ¢(m-1) (5.11)

kaikilla ¢ > 1. Koska luvut n ja n; ovat todennékoisyyksiéd, kuuluvat ne vilille
[0,1] ja ¢ on suppenevana potenssisarjana jatkuva kyseiselld vililld. Néin ollen

= lim 7 = lim ¢(-1) = ¢(lim 7:-1) = ().

Niéin ollen 1 on ¢:n kiintopiste.

(ii) Oletetaan seuraavaksi, ettd a € [0, 1] on mielivaltainen ¢:n kiintopiste ja
ndytetddn, ettd n < a. Todetaan ensiksi, ettéd koska ¢ on kasvava vililld [0, 1] ja
X7 jakautunut kuten Y7, niin

Siispd 71 < a. Toisaalta yhtélon (5.11) ja ¢:n kasvavuuden avulla

n2 = ¢(m) < ¢(a) = a.

Siispd myo6s 7o < a. Niin jatkaen voidaan péételld, ettd n, < a kaikilla ¢ > 1.
Néin ollen
n = limn <a.
t—o0

5.7.5 Varma sukupuutto

Todetaan vield lopuksi seuraava perustavalaatuinen tulos. Téssd m = E(Y7). Tu-
los kertoo, ettd haarautumisprosessi ei voi olla stabiili siind mielessé, ettd popu-
laatio pitkélla aikavéalilld asettuisi jollekin kestéville tasolle. Tuloksen mukaan
ainoa tapaus, jolloin populaatio ei kuole sukupuuttoon, on m > 1, mutta talloin
lauseen 5.9 mukaan prosessi odotusarvoisesti kasvaa kohti &dretontéd eksponti-
aalisen nopeasti eli tapahtuu véestorajahdys. Tallaista tulos voidaan luonnehtia
malthusilaiseksi periaatteeksi englantilaisen taloustieteilijin Thomas Malthusin
mukaan.

Lause 5.13. Jokaiselle tilasta 1 kdynnistyville haarautumisprosessille, jonka
lisddntymisjakauma toteuttaa p(0) > 0, pdtee

e n=1, kunm < 1.

e ne(0,1), kunm > 1.
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Todistus. Todetaan ensin, ettd ¢(1) = 1 ja lisdksi voidaan ndyttdad, ettd ¢ on
vélilla [0, 1] konveksi funktio. Lisidksi vasemmanpuolinen derivaatta pisteessé 1
toteuttaa ¢'(1—) = m. Jos m < 1, niin luonnostelemalla ¢:n kuvaaja viélille
[0,1] ndhdadn, ettd ¢:1la ei ole kiintopisteitd vélilla [0,1). Néin ollen t&lloin
pienin ei-negatiivinen kiintopiste on n = 1.

Jos m > 1, niin jélleen luonnnostelemalla ¢:n kuvaaja vilille [0, 1] ndhdé&én,
ettéd ¢:114 on tasmélleen yksi kiintopiste vélilla (0, 1). Ta4ma kiintopiste on pienin
ei-negatiivinen, joten n € (0, 1). O
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Luku 6

Martingaalit ja
informaatioprosessit

Martingaali (martingale) on satunnaisprosessi, jonka paras tulevaisuuden ennus-
te tiettyyn ajanhetkeen saatavilla olevan informaation suhteen on prosessin ny-
kyarvo. Martingaalit ovat Markov-prosessien rinnalla yksi keskeisimpid stokas-
tisten prosessien luokkia. Martingaalit ovat keskeisid taloustieteessé ja erityi-
sesti finanssimalleissa, silla tehokkailla markkinoilla vaihdettujen arvopaperei-
den hintojen voidaan perustella olevan martingaaleja. Martingaalit ovat myos
arvokkaita teknisiéd tyokaluja stokastisessa analyysissd ja matemaattisessa tilas-
totieteessi, silla niiden avulla voidaan tutkia milloin satunnaisjono, stokastinen
integraali tai stokastinen algoritmi suppenee.

6.1 Ehdollinen odotusarvo informaation suh-
teen

6.1.1 Mairitelma aarellistilaisille satunnaisluvuille

Ehdollista odotusarvoa voi késitelld eri ndkokulmista. Oletetaan aluksi, etté
X ja Y ovat darellistilaisia, mahdollisesti toisistaan riippuvia satunnaislukuja.

Talloin
EY) = > yP(Y =y)
Yy
on Y:n odotusarvo ulkopuolisen havainnoijan ndkokulmasta ja

EY|X=1) =) yPY =y|X =21

on Y:n odotusarvo sisépiirildisen, joka tietdd ettd X = x, ndkokulmasta. Ke-
hittyneempien ennustusmallien yhteydesséd halutaan my6s maéritelld ehdollinen

odotusarvo
E(Y[X),
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joka vastaa ulkopuolisen havainnoijan havaitsemaa arvo sille luvulle, jonka X:n
tunteva sisépiirildinen odottaa Y :n saavan. Ylldolevan késitteen kohdalla tode-
taan, ettd E(Y | X):n arvo riippuu X:n realisaatiosta, jolloin myos E(Y | X) on
satunnainen. Toisaalta satunnaisluvun E(Y | X) kaikki satunnaisuus piilee X:n
satunnaisuudessa, joten
EY|X) = h(X)
jollain deterministiselld funktiolla A. Tadmén funktion arvo pisteessid x on ta-
pahtuman {X = z} sattuessa X:n tuntevan sisépiirildisen odottama arvo Y:lle,
eli
hiz) = EY | X=2) = Y yPY =y|X =z). (6.1)
y
Huomaa, etté ylldolevaan kaavaan ei voi noin vain sijoittaa satunnaislukua
X, silla yleisesti ottaen

h(X) £ EY) = E(Y|X = X).

Oikea tapa tulkita ~A(X) on ensin méaritelld deterministinen funktio h kaavalla
(6.1) ja sen jélkeen mééritelld satunnaisluku h(X) kuvauksena w +— h(X(w))
pohjalla olevan todenndkéisyysavaruuden (2,P) perusjoukosta reaaliluvuille.
Néenndinen ristiriita, joka aiheutuu luvun x korvaamisesta satunnaisluvulla X
kaavassa (6.1), johtuu stokastiikan lyhennysmerkinnésta tapahtumalle { X = x}.
Kun muistetaan, ettd tapahtuma {X = x} on todennikéisyysavaruuden perus-
joukon osajoukko {w’ €  : X(w') = x}, niin satunnaisluvun h(X) realisaatio
perusjoukon pisteessid w voidaan kirjoittaa muodossa

MX(w) = E(Y [{u': X() = X(w)}).
Tama kéasite kirkastuu tarkastelemalla seuraavaa konkreettista esimerkkii.

Esimerkki 6.1 (Pokerikéddet). Kaksi pelaajaa nostaa kaksi korttia 52 kortin
pakasta ja kumpikin katsoo omat korttinsa. Olkoon X; #ssien lukuméaréd pe-
laajan ¢ = 1,2 kédesséd. Suoralla kombinatorisella laskulla voidaan tarkistaa,
etta
4—k
E(X2|X1:k') :2W7 ]{20,1,2
T#lloin ulkopuolisen havainnoijan nékokulmasta pelaajan 1 (joka tuntee X;:n)

odottama Xs:n arvo on satunnaisluku

4—- X,
50 7
pelaajan 2 (joka tuntee Xo:m) odottama Xs:m arvo on satunnaisluku

E(XQ’XQ) - XQ

E(X,| X)) = 2

ja kasinon ylldpitdjan (joka ei ole ndhnyt kenenkddn kortteja) odottama Xy:n
arvo on deterministinen luku
4
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Ehdollinen odotusarvo voidaan mééritelld my6s vektoriarvoisen informaa-

tion suhteen. Olkoot X7,..., X, ja Y &aéarellistilaisia, mahdollisesti toisistaan
riippuvia satunnaislukuja. Télloin E(Y | Xy,...,X,) on ulkopuolisen havain-
noijan havaitsema arvo sille luvulle, jonka satunnaisvektorin X = (Xi,...,X,)

tunteva sisépiirildinen odottaa Y:n saavan. Taméi kéasite madritellidn samaan
tapaan kuin yhdenkin ehdollistavan satunnaisluvun tapauksessa muodossa

E(Y|Xy,...,X,) = h(Xyq,...,X,),
missd deterministinen funktio h mééaritellddn kaavalla
hz)=EY |X =x)
niille x = (z1,...,2,) € R joille P(X = z) > 0.

6.1.2 Laskusiaintoji

Téssé kappaleessa tutustutaan informaation suhteen mééritellyn ehdollisen odo-
tusarvon tarkeimpiin laskusdantoihin. Aluksi oletamme, ettd kaikki satunnais-
muuttujat saavat arvoja adrellisessi tilajoukossa. Informaation késitteen ana-
lysoimiseksi otetaan kdyttoon lyhennysmerkintd 7 € o(Xy,..., X)), jos Z =
h(X1,...,X,) jollain deterministiselld funktiolla h.

Esimerkki 6.2. Heitetéén kahta noppaa ja olkoon X; nopan ¢ = 1, 2 silméluku.
Merkitadin Z; = X7 4+ Xo ja Zy = X; — Xy. Télloin selvastikin 27,2, €
o(X1, Xs). Liséksi f(Z1,Z,) € o(X1, Xs) jokaisella deterministiselld funktiol-
la f:Z? — R. Toisaalta Xy € o(X1, Z;) mutta Xy € o(X). [ |

Lause 6.3. Adrellisen tilajoukon satunnaisluvuille (ja yleisemmin lauseen 6.6
ehdoin) pdtee seuraavat laskusdidanndit.

(i) Harhattomuus:
EE(Y | X1,...,X,)) = EY). (6.2)

(ii) Tunnetun arvon ulosveto:
E(ZY | X1,...,X,) = ZEY | Xy,...,X,) (6.3)
kaikilla Z € o(Xy,...,X,).
(i1i) Riippumattoman informaation huomiotta jattaminen:
EY|X1,...,X,) = EY) (6.4)
aina kun'Y ja (Xi,...,X,) ovat riippumattomat.
(iv) Pdadllekkdisen informaation huomiotta jattdminen:
E(Y | X1,..., Xp, X}, X)) = E(Y|X,,....X,) (6.5)
aina kun Xi,..., X € o(Xq,..., X,).
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Todistus. Merkitdén symbolilla S = {z € R" : P(X = x) > 0} satunnaisvekto-
rin X = (Xj,...,X,,) mahdollisten arvojen joukkoa ja méaéritellaan

hz)=EY |X =2z), z€S.

(i) Kaikilla x € S pétee

Nain siis

(i) Jos Z € o(X4, ..., X,), niin Z = ¢(X) jollain deterministiselld funktiolla
¢(z). Talloin kaikilla x € S,

h(z) = E(ZY | X =2) = ¢@)E{Y |X =) = ¢(x)h(),

joten
: E(ZY | X) = B(X) = ¢(X)h(X) = ZEY | X).

(iii) Kun X ja Y ovat riippumattomat, niin kaikilla x € S pétee

hz) = D yP(Y =y|X =) = > yP(Y =y) = E(Y).

Niiin siis E(Y | X) = h(X) = E(Y).

(iv) Merkitdan X' = (X7i,...,X]). Téllin X' = ¢(X) jollain determinis-
tiselld funktiolla ¢ ja satunnaisvektorin (X, X’) mahdollisten arvojen joukko
voidaan kirjoittaa muodossa S = {(z,$(z)) : P(X = x) > 0}. Liséiksi kaikilla
(z,2') € S

he,o') = EY | X =2, X' =2') = EY|X =x2) = h(x).

Nain ollen

E(Y|X,X') = h(X,X') = h(X) = E(Y|X).
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6.1.3 Yleinen maaritelmia

Ehdollisen odotusarvon mééritteleminen ylinumeroituvassa tilajoukossa maéritellyn
satunnaisluvun tai -vektorin suhteen ei ole aivan helppoa, silld funktiota h(z) =
E(Y | X = x) ei télloin voida maaritelld kaavalla (6.1). Yleispéatevin mééritelméan
kehittdmiseksi perustellaan ensin seuraava kaavan (6.2) yleistys.

Lemma 6.4 (Ehdollinen harhattomuus). Jokaiselle ddrellisen tilajoukon satun-
naisluvulle Y ja satunnaisvektorille X satunnaisluku Y = E(Y|X) toteuttaa

E(Y|X e€A) = E(Y|X € A)
kaikilla A s.e. P(X € A) > 0.

Todistus. Indikaattorimuuttujalle Z = 1(X € A) € o(X) pétee kaavojen (6.3)
ja (6.2) mukaan

E(YZ)=EE(Y |X)Z) =EE(YZ|X)) =E(YZ),
joten

. _EY1(XeAd) EYz  EYZ
EYIXed) = =pxea ~Bxed  PBxea —EYIXed

]

Venéldismatemaatikko Andrei Kolmogorov (1903-1987) esitteli vuonna 1933
ehdolliseen harhattomuuteen perustuvan ehdollisen odotusarvon méaéritelmén,
joka toimii mielivaltaisille R"-arvoisille satunnaisvektoreille X = (Xi,...,X,)
ja sitdkin yleisemmille satunnaismuuttujille.

Lause 6.5. Jos E[Y| < oo, on olemassa (todenndkdisyydelli 1) yksikdsitteinen
satunnaisluku Y € o(Xy,..., X,) s.e. E|Y| < oo ja

EY | X e€A) = E(Y|X e A)
kaikilla A C R™ s.e. P(X € A) > 0.

Ylldolevan lauseen todistus [Wil91, lause 9.2] vaatii pohjatietoja, joita ké-
sitelldédn todennikodisyysteorian ja analyysin jatkokursseilla. Lauseen 6.5 ehdot
toteuttavan satunnaisluvun Y ehdollinen odotusarvo informaation (Xj ..., X,)
suhteen maéritellddan lauseessa esiintyvéané satunnaislukuna

~

E(Y|Xy,...,X,) = Y.

Lause ei anna yleistéd suljetun muodon lauseketta satunnaisluvulle Y. TAmA ei
kuitenkaan yleenséd haittaa, silld sovelluksissa voidaan usein suoraan paételld
ehdollisen odotusarvon funktionaalinen muoto. Teorian kannalta puolestaan
riittda hallita ehdollisen odotusarvon laskusdannot, jotka tiivistetdéin seuraavak-
si [Wil91, lause 9.7]. Satunnaisluku Y on integroituva (integrable), jos E|Y| < oo.
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Lause 6.6. Kun satunnaisluvut Y,Y,, Z,Y Z ovat integroituvia, niiden ehdolli-
sille odotusarvoille pdtee lauseen 6.3 ominaisuudet ja lisdiksi:

e [Ehdollinen harhattomuus: E(E(Y| X1, X2)|Xy) = E(Y]X)).

e [Ehdollinen risppumattoman informaation huomiotta jattaminen: E(Y| X1, X)) =

E(Y|Xy) kaikilla Xy 1L (X4,Y)
o Lineaarisuus: E(a Y + asYs | X) = a1 E(Y1|X) + a2 E(Ya| X).
e Monotonisuus: Y1 <Yy, = E(Y1]|X) <E(Y3]X).

o Monotoninen jatkuvuus: Jokaiselle kasvavalle satunnaisjonolle 0 < Y; <
Yo < Y3 <. pitee

Y, =Y = E(Y,|X) = E(Y|X).

o Alisteinen jatkuvuus: Jokaiselle integroituvalla satunnaisluvulla rajoitetul-
le satunnaisjonolle |Y,| < Z, EZ < oo pitee

Y, 5 Y = E(Y,|X) — E(Y]X).

6.2 Martingaalit

Satunnaisjono (My, My, ...) on satunnaisjonon (X, Xy,...) suhteen martin-
gaali (martingale), jos

(i) E[M,] < oo,
(ii)) M; € 0(Xo,...,X1), ja
(111) E(Mt+1 |X0, e ,Xt> - Mt'

Ehdot (i) ja (ii) toteuttava satunnaisjono (M) on alimartingaali (submartingale),
jos

(iii)" E(Myq | Xo, ..., Xs) > M,.
ja ylimartingaali (supermartingale), jos
(iil)” E(Myyq | Xo, ..., Xy) < M,.

Ominaisuus (i) on tekninen ehto, joka takaa ettd odotusarvot ja ehdolli-
set odotusarvot on hyvin mééritelty. Ominaisuus (ii) puolestaan tarkoittaa,
ettd martingaalin tila ajanhetkelld ¢ voidaan maérittda deterministisend funk-
tiona informaation (Xo, X1, ..., X;) pohjalta. Varsinainen martingaaliominai-
suus (iii) tarkoittaa, ettd ajanhetkelld ¢ informaation (Xo, X1,..., X}), ja nédin
ollen myo6s arvon M;, tuntevan havainnoijan odottama arvo martingaalin seuraa-
valle ajanhetkelle on sama kuin martingaalin nykyarvo. N&in ollen martingaali
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on luonnollinen malli tehokkailla markkinoilla vaihdettavien sijoituskohteiden
hinnoille: sijoituskohteen huomisen péivéan odotettu arvo M, nykypaivaan as-
ti saatavilla olevan markkinadatan (X, ..., X;) valossa on sama kuin sijoitus-
kohteen nykyarvo M,.

Esimerkki 6.7 (Satunnaiskulku). Olkoon S; = Sy + X7 + -+ + X;, missd
E|So| < oo ja X, Xs,... ovat samoin jakautuneita sekd toisistaan ja alkuti-
lasta Sy riippumattomia satunnaislukuja odotusarvonaan m. Tall6in

ja Sy € 0(Sp, Xq, ..., X;) kaikilla ¢t > 0. Liséksi

E(St+1 | 807X17 N ,Xt) — E(St + Xt+1 ‘ SOaXla e ,Xt)
- E(St|SO,X1,...,Xt)+E(Xt+1|SO7X17...,Xt)
= S+ E(Xi41)

= Sy +m.
Téastd ndhddén, ettd satunnaiskulku (S;) on informaatiojonon (Sp, X1, Xo,...)
suhteen
ylimartingaali, kun m <0,
martingaali, kun m =0,
alimartingaali, kun m > 0.

Lukijalle harjoitustehtaviksi jatetadn tarkistaa, ettd keskitetty satunnaiskulku
t — Sy — mt on martingaali kaikilla m. [ |
Esimerkki 6.8 (Ennustusmartingaali). Jos Z on jokin integroituva satunnais-
luku ja (Xo, X1, ...) jokin satunnaisjono, niin ulkopuolisen havainnoijan niko-
kulmasta satunnaisjonon arvot ajanhetkeen ¢ asti tuntevan sisépiirildisen odot-
tama Z:n arvo on
M, = E(Z|Xo,...,Xy).

Ehdollisen odotusarvon harhattomuuden perusteella E|M;| < E|Z| < co. Eh-
dollisen odotusarvon méaéaritelmén mukaan M; voidaan lausua deterministisené
funktiona satunnaisvektorista Xo., = (Xo,...,X}), joten M; € o(Xo, ..., Xy).
Ehdollista harhattomuutta (lause 6.6) kdyttamélla puolestaan ndhdéén, etta

E(Mt1 | Xox) = E(E(Z | Xow41) | Xox) = E(Z]| Xox) = M.

Néin ollen (Mg, M, ...) on martingaali. Tata prosessia kutsutaan satunnaislu-
vun Z:m ennustusmartingaaliksi (prediction martingale). |

6.3 Martingaalien ominaisuuksia

Usein on tapana sanoa, ettd (M;) on martingaali ottamatta kantaa taustalla
olevaan informaatioprosessiin. Télloin tarkoitetaan, ettd (M;) on martingaali
itsensé suhteen, eli kaikilla ¢ > 0 pétee E|M;| < oo,

E<Mt+l‘M0a--->Mt> = Mu
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ja triviaalisti M; € o(My, ..., M;). Seuraava tulos kuvastaa informaatioproses-
sin luonnetta martingaalin késitteessd. Tulokseen tutustumisen jialken on hyva
harjoitustehtdva keksid esimerkki informaatioprosessista, jonka suhteen jokin
itsenséd suhteen oleva martingaali ei enééd ole martingaali.

Lause 6.9. Jos (Mo, My, ...) on martingaali jonkin satunnaisjonon (X, X1,...)
suhteen, on se myds martingaali itsensd suhteen.

Todistus. Lauseen oletuksen voimassa ollessa selvéstikin E|M;| < oo kaikilla
t. Lisdksi triviaalisti M; € o(M,, ..., M;). Merkitseméalla My, = (Mo, ..., M) ja
Xo:t = (Xo, ..., X¢) havaitaan ehdollista harhattomuutta (lause 6.6) kiayttamalla,
etta

E(MtJrl ’ MO:t) = E(E<Mt+l |X0:ta MO:t) ’ M[):t)'

Koska M., € 0(Xo.), seuraa puolestaan pééllekkéisen informaation poisjattadmisesté
(lause 6.3) ja martingaaliominaisuudesta, etté

E(Mt—',-l |Xo:t, Mo:t) = E<Mt+1 |X0:t) = M.
Yhdistamaélla ylldolevat kaksi kaavaa havaitaan, etté

E(Mpy1| Mo) = E(M;| Moy) = M,.

Seuraava perustulos kuvastaa martingaalien odotusarvoista kehitysta.

Lause 6.10. Kuvaus t — BE(M,) on!

kasvava, kun (My) on alimartingaali,
vakio, kun (M) on martingaali,
vahenevd, kun (M) on ylimartingaali.

Todistus. Jos (M;) on alimartingaali informaatioprosessin (X;) suhteen, niin
E(MtJrl’XO? s 7Xt) > Mt-

Ehdollisen odotusarvon harhattomuutta ja monotonisuutta kayttamélla tésta
nahdadn, etta

E(Myy) = EEMe | Xo,..., X)) > E(M,).

Martingaalille ja ylimartingaalille vastaava tulos saadaan samaan tapaan. [

Vaikka martingaalin odotusarvo ei lauseen 6.10 mukaan muutu ajan kulues-
sa, martingaalin tilastollinen kéyttytyminen voi silti muuttua merkittéavastikin.

1T4ss4 luentomonisteessa funktio on kasvava, kun s < t = f(s) < f(t) ja aidosti
kasvava, kun s <t = f(s) < f(t).
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Esimerkki 6.11 (Satunnaiskulku). Esimerkin 6.7 satunnaiskulku
Se=5+X1+---X;
on martingaali, kun m = E(X;) = 0. Toisaalta S;:n varianssille pétee
Var(S;) = Var(Sy) + o°t,

missé 0% = Var(X;). Kun 02 > 0, nihdéén ettd S;:n odotettu satunnaisvaihtelu
kasvaa pitkalla aikavélilla kohti daretonté. [ |

6.4 Martingaalin pitkin aikanvilin kiyttiayty-
minen

Martingaalien pitkéan aikavilin kdyttaytymista kuvaavat seuraavat kaksi tarkeds
tulosta. Niiden todistukset [Wil91, 11.7,14.1] vaativat syvéllisempéé todennakoi-
syysteorian tuntemusta, jota ei ehdité téssd monisteessa kasitella.

Lause 6.12. Jokainen ei-negatiivinen martingaali ja ylimartingaali suppenee
todenndkadisyydelld yksi kohti jotain ddrellisti satunnaislukua.

Positiivisia ja negatiivisia arvoja saava martingaali ei valttdméatta suppene
pitkélla aikavélilla. Esimerkin 6.11 martingaali ei voi supeta, koska sen varianssi
kasvaa adrettomaéksi. Martingaalit, joiden satunnaisvaihtelu on sopivalla tavalla
rajoitettua, kuitenkin suppenevat. Téassé yhteydessa tarkka ehto satunnaisvaih-
telun rajoittuneisuudelle on tasaintegoituvuus. Satunnaisjono (M;) on tasain-
tegroituva (uniformly integrable), jos mielivaltaista e > 0 kohden on olemassa luku
K > 0 siten, etta

E(M1(M]| > K)) < ¢

kaikilla £ > 0. Moniin kidytdnnon tilanteisiin sopiva riittdvé ehto tasaintegroitu-
vuuden varmistamiseen on tarkistaa, ettd jollain vakioilla ¢ > 0 ja p > 1 pétee
E(|M:|P) < ¢ kaikilla ¢ > 0.

Lause 6.13. Jokainen tasaintegroituva satunnaisjono (M), joka on martingaa-
li satunnaisjonon (Xo, X1,...) suhteen, suppenee todennikdisyydelli yksi kohti
adrellista integroituvaa satunnaislukua M,. Lisiksi pditee

M, = E(My|Xo,...,X,).

Ylldolevasta tuloksesta huomataan, ettd jokainen tasaintegroituva martin-
gaali voidaan esittdé integroituvan satunnaisluvun ennustusmartingaalina (ks.
esimerkki 6.8).
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6.4.1 Martingaalit ja Markov-ketjut

Olkoon (Xp, X7,...) siirtymématriisin P mukaan etenevd numeroituvan tila-
joukon S Markov-ketju ja f : S — R jokin tilajoukon funktio, esimerkiksi
jonkin stokastisen mallin kustannusfunktio. Télloin voidaan kysyé, onko M, =
f(X}) martingaali. Tarkastellaan tétéd seuraavaksi.

Ylldolevaa kysymystd voidaan katsoa yleisemméssé kontekstissa, missa kus-
tannusfunktio voi riippua myos ajasta. Tarkastellaan satunnaisprosessia M; =
fi(Xy), missd fo, f1,... ovat funktioita tilajoukosta S reaaliluvuille. Ehdolla
X; = = saadaan satunnaisluvun M, 1 = fi11(Xy1) odotusarvo kaavasta

E<Mt+1 |Xt = 13 ZP Xiy1 = y’Xt =T ft+1 ZP z,y ft+1

Y

Kun kuvaus z Zy P(z,y) frs1(y) tulkitaan neliomatriisin ja pystyvektorin
tulona P f; 1, voidaan ylldoleva havainto kirjoittaa muodossa

E(Mi1 | Xy =2) = Pfia(x).

Markov-ominaisuuden perusteella ylldoleva odotusarvo ei riipu ketjun aiemmis-
ta tiloista, joten

E(My1| Xo, ..., Xy) = E(My | Xy) = Pfipa(My).

Lause 6.14. Oletetaan, etti Y, P(z,y)|fi(y)| < oo kaikilla x € S ja t =
0,1,... Talloin satunnaisprosessi My = fi(X:) on ketjun (X;) suhteen

ylimartingaali, jos Pfii1 < fi,
martingaali, jos Pfi1 = fi,
alimartingaali, jos Pfi1 > fi.

Kun funktio f;(x) = f(x) ei riipu ajasta ja Markov-ketjun keskivirtausta
(mean drift) funktion f suhteen merkitdan

Df(x) = Pf(@@)=flx) = > Pley)(fy) - (),
voidaan ylldoleva tulos kirjoittaa seuraavassa muodossa. Jos -, P(z,y)[f(y)| <

oo kaikilla x € S, niin satunnaisprosessi M; = f;(X;) on ketjun suhteen

ylimartingaali, jos Df(x) <0 kaikilla x,
martingaali, jos Df(z) = 0 kaikilla x,
alimartingaali, jos Df(x) > 0 kaikilla .

Lauseen seurauksena voidaan todeta, etté dérellisen tilajoukon S C R Markov-
ketju on martingaali oman informaationsa suhteen tésmélleen silloin, kun

Zyp(x,y) = z kaikilla .
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Esimerkki 6.15 (Uhkapeli vakiopanoksella). Kasinon uhkapelisséi jokainen pe-
likierros tuottaa euron voittoa (X; = +1) tn:lld p ja euron tappiota (X; = —1)
muuten. Téllaista pelid rajattomasti (mahdollisesti velaksi) pelaavan henkilon
varallisuus £:n pelikierroksen jélkeen on

Sy =5+ X1+ + X,

missd Sy = 100 on pelurin alkuvarallisuus ja X, X5, ... ovat riippumattomia
s.e. Xy = +1 tn:lld p ja X; = —1 tn:lld ¢ = 1 — p. Valitaan jokin parametri
r > 0 ja merkitdsn M, = r5, joka voidaan tulkita varallisuuden diskontattuna
arvona. Onko M; martingaali?

Varallisuusprosessi (Sg, S1,...) on lukujoukon Z Markov-ketju, jonka siir-
tyméamatriisille patee P(z,z 4+ 1) = p ja P(x,z — 1) = ¢ kaikilla z € Z. Las-
ketaan funktion f(x) = r* keskivirtaus Markov-ketjun (S;) suhteen. TAmé saa-
daan kaavasta

Df@@) = 3 Play) (¥ =) = p(r7 —17) + g —17).

y=—00

Kun r = ¢/p seuraa tésté, ettd D f(x) = 0 kaikilla z, joten lauseen 6.14 mukaan
(q/p)** on martingaali. (Huom: My®&s prosessi S; — (p — ¢)t on martingaali
esimerkin 6.7 mukaan). [ |

Esimerkki 6.16 (Normitettu haarautumisprosessi). Olkoon (X, X1, ...) haa-
rautumisprosessi, jonka lisdédntymisjakauma on p = (p(0),p(1),...) ja yksilon
tuottamien jélkeldisten odotettu lukumééra on m = )"  axp(xz) < oo. Onko
normalisoitu prosessi M; = r~'X; martingaali jollain sopivasti valitulla r > 07

Normitettu prosessi voidaan esittdd muodossa M; = fi(X;), missi f;(x) =
r~'z. Lauseen 5.9 perusteella ehdolliselle odotusarvolle pitee

E.(X1) = E(Xy|Xo=2) = maz,
joten
Pfii(z) = Eo(frn(X1) = Eo (771 X0) = 77lma = (m/r) fi(x).

Valitsemalla r = m pétee siis Pfi11(z) = fi(x) kaikilla x € S jat > 0, jo-
ten lauseen 6.14 perusteella prosessi M; = m~'X; on martingaali informaation
(Xo, X1, ...) suhteen. Koska martingaali (M;) on ei-negatiivinen, lauseen 6.12
perusteella on olemassa dérellinen satunnaisluku Z, jolle todennékoisyydella
yksi pétee

Z = lim m™'X,.

t—o0

Tédmén mukaan haarautumisprosessin populaatio voidaan likiarvoisesti kirjoit-
taa muodossa
Xt ~ th.

Tapauksessa m < 1 populaatio varmuudella kuolee sukupuuttoon, joten Z = 0
todennéakdisyydella yksi. Tapauksessa m > 1 populaatio kuolee sukupuuttoon
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todennékoisyydelld n € (0,1), joten ylldolevan tuloksen valossa n = P(Z = 0).
Erityisesti voidaan nyt todeta, ettd tapahtuman {Z > 0} vallitessa (eli silloin
kun sukupuuttoa ei tapahdu) populaatio kasvaa kohti ddretontéd eksponentiaa-
lisen nopeasti. [ |
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Luku 7

Pysiytetyt martingaalit ja
uhkapelit

Uhkapelien terminologiassa martingaaliksi kutsutaan panostusstrategiaa, jossa
tappiollisen pelikierroksen jialkeen panos aina tuplataan. Téssé luvussa opitaan
analysoimaan erilaisia panostusstrategioita martingaalien ja satunnaisten valin-
tahetkien avulla.

7.1 Uhkapeli yksikk6panoksella

Kertynyt tuotto t:1ta pelikierrokselta yksikkdpanoksella pelattaessa voidaan kir-
joittaa muodossa

t
My=> "X, (My=0),
s=1

misséd X on kierroksen s tuotto, odotusarvonaan m = E(X;). Kun oletetaan,
ettd pelikierrosten tuotot ovat toisistaan riippumattomat ja samoin jakautu-
neet, niin (M;) on lukujoukon Z satunnaiskulku. Esimerkin 6.7 mukaan (M)
on informaatioprosessin (My, X, X, ...) suhteen

ylimartingaali, kun m <0,
martingaali, kun m =0,
alimartingaali, kun m > 0.

Esimerkki 7.1. RAY:n ruletissa punaiselle panostaminen tuottaa

1 tn:dla 1
X, = + n:11a 18/37, m = —1/37.
—1 tn:lla 19/37,
ja yhdelle numerolle panostaminen tuottaa
1 tn:lld 1
x, = T3 twlla 13T, m = —5/37.
-1  tn:ll& 36/37,
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Molempien pelien odotettu tuotto yksikkopanosta kohden on negatiivinen, joten
niitd vastaavat yksikkotuottoprosessit ovat ylimartingaaleja. [

Lauseen 6.10 mukaan odotettu kertynyt tuotto ¢ — M, on epésuotuisassa
pelissé (ylimartingaali) vdhenevé ja reilussa pelissd (martingaali) vakio. Néin
ollen epésuotuista pelisté ei ole odotettavissa positiivista tuottoa vakiopanoksel-
la pelattaessa. Kysymys kuuluukin, onko fiksulla adaptiivisella pelistrategialla
mahdollista saavuttaa positiivinen tuotto?

7.2 Tuplausstrategia

Tuplausstrategiassa, jota klassisten uhkapelien terminologiassa my6s kutsutaan
martingaaliksi, tappiollisen pelikierroksen jialkeen panos aina tuplataan. N&in
jatketaan niin kauan, kunnes pelaaja voittaa tavoittelemansa rahasumman tai
pelaajan rahat (tai kasinon luotonantohalukkuus) loppuvat.

Tarkastellaan aluksi uhkapelié, joka voitollisella kierroksella tuottaa jokais-
ta panostettua euroa kohden joko yhden euron voittoa tai yhden euron tap-
piota. Esimerkki téllaisesta tilanteesta on ruletti, kun panostetaan punaiselle
vérille. Panostaessaan punaiselle varille 3 EUR pelaaja voittaa 3 EUR, jos ru-
letin kuula pédtyy punaiseen ruutuun, ja hdvidd 3 EUR muussa tapauksessa.
Taulukossa 7.1 on esitetty, miten tuplausstrategiaa noudattavan pelaajan netto-
tuotto kayttaytyy ajan suhteen skenaariossa, jossa neljd ensimmaéisté kierrosta
on tappiollisia ja viides voitollinen. Pelaajan alkupanos on 1 EUR.

t 1 2 3 4 5)
Kierroksen ¢ panos (EUR) 1 2 4 8 16
Kierroksen t tulos (V' = voitto, "T” = tappio) | T T T T \Y
Kierroksen ¢ tuotto (EUR) -1 -2 4 -8 +16
Kertynyt nettotuotto ¢:td kierrokselta (EUR) |-1 -3 -7 -15  +1

Taulukko 7.1: Uhkapelin mahdollinen viiden kierroksen realisaatio.

Edelld tehty havainto voidaan yleistdd seuraavasti. Jos voitollista kierrosta
edeltédd t tappiollista kierrosta, niin ensimmaéisten ¢:n kierroksen aikana pelaa-
ja ensin hividd 1+ 2 + -+ + 271 euroa ja sen jilkeen voittaa 2! euroa peli-
kierroksella ¢. Néin ollen alkuvarallisuudella Wy aloittavan pelaajan varallisuus
pelikierroksen t 4+ 1 péaétyttya on

2t —1
2-1

Wi = Wo— (1424427 +2" = Wy - +2 = Wo+ 1.

Voidaan siis todeta, ettd tuplausstrategiaa uskollisesti noudattava pelaaja var-
muudella paéatyy yhden euron voitolle ensimmaéisen voitollisen pelikierroksen ta-
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pahduttua. Huomaa, etté tasséd analyysissa ei tehty mitdaéin oletuksia pelikierros-
ten todennékoisyyksistd. Ainoa oleellinen stokastinen vaatimus on, etté voitol-
linen pelikierros varmuudella tapahtuu jonain ajanhetkené. Allaolevan lauseen
7.2 mukaan riittdva ehto tille on olettaa, ettd pelikierrokset ovat toisistaan
riippumattomat ja ettd kullakin kierroksella on mahdollista voittaa vihintdan
todennékdoisyydella e > 0.

Lause 7.2. Olkoon (Xo, X1,...) jono riippumattomia tilajoukon {0,1} satun-
naismuuttugia, joille P(X; = 1) > € > 0 kaikilla t > 0. Tdlloin

P(X; =1 jollain t > 0) = 1.

Todistus. Olkoon T" = min{t > 0 : X; = 1} € [0,00] satunnaisjonon en-
simméinen osumahetki tilaan 1. T&ll6in

P(T>1) = P(Xo=0,...,X =0)
— P(X,=0)---P(X; = 0)
< (1—e)fth

Kun € > 0, tista seuraa todenndkdisyysmitan monotonisen jatkuvuuden perus-
teella, etté

P(T =o00) = P(NZAT >t}) = tlirﬁloP(T >t1) < thj?o(l U p—

Nain ollen
P(X;=1jollaint >0) = P(T'<o0) = 1.

]

Jos uhkapelin ensimmaéisen voitollisen kierroksen ajankohtaa merkitédén sa-
tunnaisluvulla 7', on edellamainittujen oletusten vallitsessa T' < oo toden-
nékoisyydelld yksi. Liséksi havaittiin, ettd yhden euron alkupanoksella aloit-
tavan pelaajan nettotuotto ensimméisen voitollisen pelikierroksen jélkeen on
Wr — Wy = 1 todennékoisyydelld yksi. Nain kiy, olipa voiton todenn#koisyys
€ > 0 miten pieni tahansa. Vaikuttaisi siis siltd, ettd tuplausstrategia tarjo-
aa varman tavan ansaita rahaa ldhes missd tahansa uhkapelissid. Onko todella
nain? Sitd tarkastellaan lisédéd seuraavissa kappaleissa.

7.3 Uhkapeli panostaen

Kun pelikierroksella s panostetaan H euroa ja yksittédisen pelikierroksen tuotto
yksikkopanosta kohden on X, euroa, niin pelaajan varallisuus pelikierroksen
t jialkeen on

t
W, = Wo+ Y HJX..

s=1
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Esimerkiksi uhkapeli vakiopanoksella saadaan, kun H; = 1 kaikilla ¢ > 1. Yleisia
panostusstrategioita analysoitaessa tulee muistaa, ettéd valitessaan panosta peli-
kierrokselle ¢ pelaajalla on kiytossdan tieto satunnaislukujen Wy, Xy, ..., X; 1
realisaatioista, mutta ei tietoa tulevien pelikierrosten tuloksista. Rationaali-
nen pelaaja valitsee panoksensa deterministisené funktiona satunnaisvektorista
(Wo, X1, ..., Xi—1), jolloin pelikierroksen panos toteuttaa

HtEO'(Wo,Xl,...,thl), tzl

T#lloin sanotaan, etté jono (Hy, Ha, . .. ) on informaatioprosessin (Wy, X1, Xo, . ..
suhteen ennakoitava (predictable).
Uhkapelin yksikkotuottoprosessi (unit yield process) méaaritellddn kaavalla

t
M, =) X, t=0]1,...
s=1

Téaméa vastaa alkuvarallisuudella nolla (M, = 0) starttaavan yksikkopanoksella
(Hs = 1) sijoittavan pelaajan varallisuusprosessia. Koska X, = M, — M, 4,
voidaan alkuvarallisuutta Wy ja yleistd sijoitusstrategiaa (Hy, Ho, . ..) vastaava
varallisuusprosessi esittda muodossa

Wt — WO—I—(HM)t,

missé

t
(H-M), = Y H(M,—M,_), t=01.2,. .., (7.1)
s=1
on jonon (Hy, Ho, . ..) integraaliprosessi (integral process) yksikkotuottoprosessia
(Mo, My, . ..) vasten. Ylldolevalle kaavalle saadaan luonnollinen porssitulkinta,
kun M, mielletdén tarkasteltavan osakkeen péaivén ¢ paatoskurssiksi ja H; osak-
keiden lukuméaériksi sijoittajan salkussa péivén ¢ aikana.

Jatkuvan aikavilin sijoitusmalleissa integraaliprosessi voidaan mééaritella sto-
kastisena Ito-integraalina (H - M); = fot HdM;. Tata aihepiirid késitellddn tar-
kemmin esimerkiksi stokastiikan jatkokurssilla MS-E1601 Brownian motion and
stochastic analysis.

Lause 7.3. Olkoon (Hy, Ha, .. .) informaatioprosessin (Xg, X1, ...) suhteen en-
nakoitava jono integroituvia satunnaislukuja siten, ettd (H - M), on integroituva

kaikilla t.
(1) Jos (M) on martingaali, on (H - M), martingaali.
(i1) Jos (My) on alimartingaali ja Hy > 0 kaikilla t, on (H-M); alimartingaali.

(iii) Jos (M) on ylimartingaali ja Hy > 0 kaikilla t, on (H-M); ylimartingaali.
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Ennen lauseen 7.3 todistamista todetaan, ettéd siind vaadittu satunnaislu-
kujen (H - M), integroituvuusehto toteutuu, jos jonon (My, My, ...) tai jonon
(Hy, Hy, .. .) satunnaisluvut ovat rajoitettuja’. Jos esimerkiksi |H,| < ¢, kaikil-
la s, niin tdlloin kolmioepéayhtélod ja maaritelmad (7.1) kayttaméalla ndhdéén,

etta
t

E(H - M)| < 3 c(E|[M,| +E|M, 1]) < oc,
s=1
silld jokaisen martingaalin ja ylimartingaalin termit ovat mééaritelmén mukaan
integroituvia. Vastaava padtelméa takaa integroituvuuden E|(H - M);| < oo myos
silloin, kun termit My, My, ... ovat rajoitettuja ja termit H;, Hs,... integroi-
tuvia.

Lauseen 7.3 todistus. (i) Merkitddn integraaliprosessia lyhyesti W; = (H - M),
ja otetaan kdyttoon myos merkintd X, = (X, ..., X;). Integroituvuusoletuk-
sen mukaan E|W;| < oo kaikilla ¢ > 0. Koska Hj, méérdytyy deterministi-
send funktiona satunnaisvektorista Xo.;—1), ja Mo, médrdytyy deterministisend
funktiona satunnaisvektorista Xo,, voidaan yhtélosta (7.1) paatelld, etta

W, € o(Xo, ..., Xy). (7.2)
Koska (Mg, M, ...) on martingaali, pitee
E(Mi1| Xox) = My = E(M;| Xou),
joten ehdollisen odotusarvon lineaarisuuden perusteella
E(Myy — My | Xo4) = 0. (7.3)
Integraaliprosessin méaritelmén perusteella puolestaan
Wi — Wy = Hyo (M — My).

Ennakoitavuudesta seuraa, ettd H;.; € o(Xo4), joten tunnetun arvon ulosve-
dolla (lause 6.3) ja yht#loa (7.3) soveltamalla

E(Wis1 — Wi | Xou) = E(Hpr(Mypr — M) | Xot)
= Ht]E(Mt+1 - Mt | XO:t) (74)
= 0.

Ehdollisen odotusarvon lineaarisuutta ja tulosta (7.2) kdyttamaélla tésta seuraa,
etta

E(Wii1| Xot) = EWe| Xot) + E(Wipr — Wi | Xow)
= E(W; | Xo.)
— Wt-

ISatunnaisluku Z on rajoitettu (bounded), jos P(|Z] < ¢) = 1 jollain vakiolla c.
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Néin ollen (Wy, Wy, ...) on martingaali prosessin (X, Xi, ... ) suhteen.

(ii) Kun (Mo, My, ...) on alimartingaali, voidaan samaan tapaan kuin yll4
perustella, ettd E|W;| < oo ja W; € 0(Xy, ..., X;). Samaan tapaan todistetaan
myos E(Wiiq | Xo.) < Wy Téssé tapauksessa kaavassa (7.3) ja kaavan (7.4) vii-
meisessi yhtéalossd '=" vaihtuu muotoon ">’. Huomaa, ettd kohdan

E(Mip1 — M| Xoq) > 0 =  HEM;1— M| Xo) > 0

perustelussa tarvitaan lisdoletusta H; > 0.
(iii) Kun (M, My, ... ) on ylimartingaali, on todistus analoginen kohdan (ii)
todistuksen kanssa. O

Tarkastellaan uhkapelid, jonka yksikkdtuottoprosessi (M;) on pelaajan kiytet-
tévissd olevan informaation (X;) suhteen ylimartingaali ja oletetaan lisdksi, etti
yksikkotuottoprosessin termit ovat rajoitettuja. Téllaisia uhkapelejd ovat esi-
merkiksi RAY:n ruletissa punaiselle tai yhdelle numerolle panostaminen (esi-
merkki 7.1). Talloin lauseen 7.3 perusteella myos pelaajan nettovarallisuus

Wt:W0+(H'M)t, t20,

on ylimartingaali kaikilla ennakoitavilla sijoitusstrategioilla (Hy, Ha, ... ), missi
H; > 0 ja E(H;) < oo. Néin ollen pelaajan varallisuuskertyma ¢ — W; on odo-
tusarvoltaan vihenevé (lause 6.10). Voidaan siis tulkita, ettd tAméntyyppisessi
epasuotuisassa uhkapelissé ei voi tehda odotusarvoisesti voittoa millddn enna-
koitavalla sijoitusstrategialla. Tassd yhteydessd ehto H; > 0 estdd pelaajaa ot-
tamasta kasinon roolia.

Esimerkki 7.4 (Tuplausstrategia). Jatketaan kappaleessa 7.2 esitellyn tuplaus-
strategian analysoimista. Merkitdan pelikierroksen t tuottoa yksikkopanosta
kohden X; € {—1,+1} sekéd ensimméisen voitollisen kierroksen tapahtumahet-
ked

T =min{t > 1: X, =+1}.

Oletetaan, ettd satunnaisluvut Xp, Xs,... ovat keskendén riippumattomat ja
P(X;, =+1) =pjaP(X; = —1) = ¢, missid 0 < p < ¢g. Talloin uhkapelin yk-
sikk6tuottoprosessi M; = Zi:l X on informaatioprosessin (0, X7, Xs,...) suh-
teen ylimartingaali ja aiemmin perusteltiin (lause 7.2), ettd 7" on varmuudella
ddrellinen satunnaisluku.

Tuplausstrategiaa vastaava panostusprosessi (Hy, Ha, ... ) voidaan rekursii-
visesti médritella muodossa Hy = 1 ja H;p = 2H1(t < T') kaikilla ¢ > 0. Tésté
pitelliin, etti

H, = 271t <T), t=0,1,...

Koska T' on satunnainen, ovat myos luvut H; satunnaisia. Kirjoittamalla peli-
kierroksen ¢ panos muodossa

{2t—1, jos X, = —1 kaikilla s = 0,...,¢ — 1,
Ht —

0, muuten,
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havaitaan, ettd H; € 0(0, X1,..., X;_1) kaikilla ¢ > 1, eli panostusprosessi on in-
formaatiojonon (0, X7, Xs,...) suhteen ennakoitava. Koska lisdksi H; varmuu-
della toteuttaa 0 < H, < 271, voidaan lauseen 7.3 perusteella péitelld, etté
myo6s pelaajan nettovarallisuus

Wt:WO+(H'M)t, tZO,

on ylimartingaali. Néin ollen pelaajan nettovarallisuus ¢ — W; on odotusarvol-
taan vihenevé (lause 6.10), joten milla tahansa ajanhetkelld ¢ > 1 pelaaja on
odotusarvoisesti tappiolla. [ |

Esimerkin 7.4 tulos vaikuttaa olevan ristiriidassa kappaleen 7.2 analyysin
kanssa, jonka mukaan tuplausstrategialla voi tehdd varman voiton. Ristiriita
selittyy huomaamalla, ettd tuplausstrategian odotettu nettotuotto on negatii-
vinen jokaisella deterministiselld ajanhetkelld t. Mikdédn ei kuitenkaan takaa,
ettd ensimméinen voitollinen kierros olisi toteutunut mihink&édn ennalta valit-
tuun deterministiseen ajanhetkeen mennessid. Seuraavassa kappaleessa analy-
soidaan tarkemmin, mitd tapahtuu kun pelaaminen lopetetaan satunnaisella
ajanhetkell.

7.4 Valintahetket

Yksinkertaisin pelistrategia, jossa pelistd poistutaan satunnaisella ajanhetkellé,
on pelata satunnainen méaéréa 7' pelikierroksia yksikkopanoksella ja sen jélkeen
lopettaa pelaaminen. Tétéd vastaava panostusprosessi (Hy, Hs, . ..) voidaan kir-
joittaa lyhyesti muodossa H; = 1(t < T') ja pidemmésti muodossa

1 t<T
Ht:{’ — Y

0, muuten.

Seuraava tulos kertoo, milloin téllainen panostusprosessi on ennakoitava.

Lause 7.5. Satunnaisjono t — 1(t < T') on informaatioprosessin (Xo, X1,...)
suhteen ennakoitava, jos ja vain jos kaikilla t > 0 pdtee

T =t) € o(Xo,...,X,). (7.5)

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd (Hi, Hs,...) on ennakoitava. Talloin H, €
o(Xo,...,X¢1) ja Hipyy € 0(Xo, ..., Xy), jolloin sekd Hy ettd Hyyy voidaan
méarittdd deterministisind funktioina satunnaisvektorista Xo; = (X, ..., Xy).
Sama pétee myos satunnaisluvulle 1(T" = t) = H;.; — Hy, joten (7.5) pétee.
Oletetaan seuraavaksi, ettd (7.5) on voimassa kaikilla ¢ > 0. T&lloin jokai-

nen satunnaisluvuista 1(7°=0),...,1(T = ¢t — 1) voidaan méérittdd determini-
sind funktiona satunnaisvektorista (X, ..., X;_1). Koska H; voidaan kirjoittaa
muodossa
t—1
Ht =1- ]_(T = S),
s=1



ndhdddn tasta, ettd Hy € o(Xo, ..., X;_1). Siispa (Hy, Hs, ... ) on ennakoitava.
]

Lauseen 7.5 tulos motivoi seuraavan yleisen méaritelmén. Satunnaishetki
T € ZyU{oco} on satunnaisprosessin (Xo, X1, ...) valintahetki eli pysaytyshetki
(optional time, stopping time), jos

T =t) € o(Xo, ..., X,) kaikilla t > 0,

eli jos tapahtuman {T" = ¢} toteutuminen tai toteutumatta jadminen voidaan

paitelld satunnaisvektorista (Xo,...,X;). Tdmin méiritelmén mukaan sijoi-
tusstrategia H; = 1(t < T') on siis ennakoitava tasmélleen silloin kun 7" on
valintahetki.

Esimerkki 7.6 (Valintahetkid). Satunnaisjonon (Xy, X1, ... ) valintahetkié ovat
esimerkiksi:

e hetki, jolloin (X};) ensimmaiisen kerran osuu joukkoon A,
e hetki, jolloin (X};) neljinnen kerran poistuu joukosta A,

kun ylldolevat hetket méaéritellddn darettomiksi, mikali kuvattua tapahtumaa
ei koskaa satu. Seuraavat satunnaiset ajanhetket puolestaan eivit yleensé ole
valintahetkié:

e hetki, jolloin (X;) osuu viimeisen kerran joukkoon A,

e hetki, jolloin (X;) saavuttaa kaikkien aikojen maksimiarvonsa.

7.5 Pysiytetyt martingaalit

Satunnaisprosessi (M;):>o pysdytettynéd satunnaishetkelld 7' € [0, oo] on satun-
naisprosessi (Miar)i>0, missé kiytetddn lyhennysmerkintédéd ¢ A T = min{¢, T'}.
Kuvaan 7.1 on piirretty erdén prosessin polku (siniselld) ja sitd vastaavan ajan-
hetkelld T' pyséytetyn prosessin polku (punaisella), missd 7' = min{t > 0 : M, =
5} on prosessin kulkuaika tilaan 5.

Lause 7.7. Valintahetkelld pysdytetty

alimartingaali on alimartingaal,
martingaali on martingaali,

ylimartingaali on ylimartingaali.

81



Kuva 7.1: Ajanhetkelld T'= min{t > 0 : M, = 5} pyséytetty prosessi.

Todistus. Olkoon (M;) alimartingaali ja 7' valintahetki informaatioprosessin
(X;) suhteen. Pyséytetty prosessi My r voidaan kirjoittaa muodossa

tAT

My = Mo+ (M, — M,_y)

s=1

t
= Mo+ H(M,—M,y) = My+(H-M),

s=1

missd H; = 1(t < T'). Lauseen 7.5 mukaan (H;, Ha, ... ) on ennakoitava. Liséksi
koska 0 < H; < 1, on (H - M), integroituva kaikilla ¢. Lauseen 7.3 perusteella
(H - M); on alimartingaali. Selvéistikin ajan suhteen vakio satunnaisprosessi
t — M, on alimartingaali. Ehdollisen odotusarvon lineaarisuudesta seuraa, etta
kahden alimartingaalin summa on alimartingaali, joten prosessi t — My + Mr
on alimartingaali.

Téasmélleen sama todistus toimii myos martingaalia ja ylimartingaalia kos-
keville vaittamille. O

7.6 Valinnaisen pysidyttiamisen lause

Seuraavaksi tarkastellaan, mitd voidaan sanoa martingaalin arvosta satunnai-
sella valintahetkelld T'. Jotta kyseisestd arvosta voidaan ylipddnsd puhua, on
tarpeen olettaa, ettd ajanhetki 7" on ddrellinen eli P(T < oo) = 1. Seuraava
tulos tunnetaan yleisesti Doobin valinnaisen pysdyttimisen lauseena (Doob’s
optional stopping theorem) amerikkalaisen matemaatikon Joseph Doobin (1910
2004) mukaan.

Lause 7.8. Oletetaan, etta T on ddrellinen valintahetki ja (Mo, My, ...) on
martingaali (vastaavasti alimartingaali, ylimartingaali). Oletetaan lisiksi, etti
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on olemassa integroituva satunnaisluku Z siten, ettdi
|Miar| < Z kaikilla t > 0. (7.6)
Talloin E(My) = E(My) (vastaavasti BE(Mry) > E(My), E(Mr) < E(M,) ).
Lauseen ehto (7.6) pétee esimerkiksi silloin, kun valintahetki 7" tai pyséytetty

prosessi t — |Mar| on rajoitettu ylhééltéd jollain determiniselld vakiolla.

Todistus. Kun (M;) on martingaali, on lauseen 7.7 mukaan M;,r on martingaali,
joten lauseen 6.10 mukaan ¢t — M, 7 on odotusarvoisesti vakio. Néin ollen

E(Minr) = E(Moar) = E(M)

kaikilla ¢ > 0. Toisaalta valintahetken T" darellisyys takaa sen, etté lim; .o Miar =
Mr todennikéisyydelld yksi. Odotusarvon alisteisen jatkuvuuden nojalla voi-
daan nyt paatella, etta

B(Mr) = B(Jim Mor) = Jim EMor) = E(Mo)

Téysin vastaavalla tapaa voidaan todistaa, ettd E(Mp) > E(My) kun (M)
on alimartingaali, ja E(Mr) < E(My) kun (M;) on ylimartingaali. O

Seuraava esimerkki osoittaa, miten Doobin valinnaisen pysayttidmisen lauseen
avulla voidaan analysoida Markov-ketjujen osumatodennakoisyyksia.

Esimerkki 7.9 (Satunnaiskulku). Olkoon (Sp, Sy, ... ) symmetrinen satunnais-
kulku lukujoukossa Z, joka kulkee vasemmalle ja oikealle todennéakoisyyksilla
1/2. Oletetaan, ettd prosessin alkutila x toteuttaa a < x < b joillain kokonais-
luvuilla a ja b. Mikéd on todennékoisyys, ettd satunnaiskulku saavuttaa tilan b
ennen tilaa a?

Esimerkin 6.7 mukaan (S5;) on martingaali. Olkoon

T = min{t >0:95; € {a,b}}

prosessin kulkuaika tilajoukkoon {a,b}. Talloin T' on prosessin (Sy, Sy, ... ) va-
lintahetki, ja tarkastelemalla yhten&istd Markov-ketjua, joka vastaa satunnais-
kulkua rajoitettuna joukkoon [a, b] voidaan perustella, ettd T on dérellinen to-
dennékoisyydelld yksi. Koska lisdksi a < Sjar < b, seuraa lauseesta 7.8, etté

E(Sr) = E(Sy) = =
Toisaalta valintahetkelld 7'y satunnaiskulku saa joko arvon a tai b, joten
E(S7) = a(l —P(Sy =10b)) + bP(Sr =b).
Yhdistamaélld namé kaavat voidaan todeta, etté
r = a(l —=P(Spr=10)) +bP(Sy = b),

josta voidaan ratkaista
P(Syr =0b) =

b—a
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Esimerkki 7.10 (Tuplausstrategia). Jatketaan vield kappaleen 7.2 ja esimer-
kin 7.4 tuplausstrategian analysoimista. Téssé esimerkissd ensimmaéisen voitol-
lisen kierroksen tapahtumahetki

T = min{t >1: X, =+1}

on prosessin (0, X7, X5, ... ) valintahetki. Kun yksittaisen pelikierroksen voitto-
todennékaisyys 0 < p < 1/2; ovat pelin yksikkotuottoprosessi M; ja tuplaus-
strategiaa H; = 2/711(¢t < T) vastaava varallisuusprosessi Wy = (H - M); yli-
martingaaleja ja odotusarvoltaan vihenevia (esimerkki 7.4). Silti darelliselld va-
lintahetkelld T" pelaajan varallisuus on Wy = Wy + 1 todennékéisyydelld yksi.

Téssé tilanteessa Doobin valinnaisen pysayttamisen lauseen vaittama ei pida
paikkaansa, silli E(Wr) = E(W,) +1 > E(W,). Valinnaisen pysdyttdmisen
lauseen ehdot eivit toteudu, silla vaikka valintahetki T on &érellinen, se ei
ole rajoitettu millaén deterministiselld vakiolla. Myoskadn pysédytetty proses-
si |[Wiar| ei ole rajoitettu milldén integroituvalla satunnaisluvulla. Voidaan siis
todeta, ettd tuplausstrategialla todella on mahdollista saavuttaa varma yhden
euron tuotto, jos pelaajan on mahdollista jatkaa pelaamista niin kauan, etté
ensimmaéinen voitollinen kierros lopulta tapahtuu.

Tutkitaan vield, kuinka paljon pelaaja odotusarvoisesti kdy tappiolla ennen
padsemistiadn lopulta voitolle padsya. Pelaajan varallisuus juuri ennen voitolle
padsya voidaan kirjoittaa muodossa

T-1
WT,1 == WO - Z 28_1 - W() + 1 - 2T_1.

s=1
Lisdksi tapahtuman {T" = t}, t > 1, todennékéisyys on
P(T=1t) = P(X; = —1,..., X1 = —1, X; = +1)
= P(X;=-1)--P(X;_y = —1)P(X; = +1)
= (1-p)'p.

Epésuotuisassa (0 < p < 1/2) uhkapelissa siis

E(Wpr_y) = Wo+1-EQ"Y) = Wy+1-— Z 2171(1 — p)lp
t=1

= Wo+1-pY (201-p) = —c.

t=0

Epésuotuisassa uhkapelissid tuplausstrategiaa noudattavan pelaajan on siis en-
nen lopullista yhden euron voittoaan valmistauduttava kdymain odotusarvoi-
sesti ddrettomaén suuruisen euromédran tappiolla. [ |
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Luku 8

Satunnaiset pistekuviot ja
laskurimitat

8.1 Satunnainen pistekuvio

Lukuvilin S C R satunnainen pistekuvio (random point pattern) on jollain toden-
niikdisyysavaruudella (€, P) midritelty satunnainen lokaalisti #irellinen! S:n
osajoukko. Satunnainen pistekuvio on siis kuvaus w — X(w) perusjoukos-
ta  vilin S lokaalisti &dérellisten osajoukkojen kokoelmaan. Selkeyden vuoksi
jatetdan jatkossa riippuvuus w:sta merkitsemétté.

Esimerkki 8.1. Olkoot Uy, ..., U, riippumattomia vililli? (0,1) tasajakautu-
neita satunnaislukuja. T&ll6in joukko X = {Uy,...,U,} on vélin (0, 1) satun-
nainen pistekuvio. L

Esimerkki 8.2. Olkoot Z satunnainen kokonaisluku, joka noudattaa Poisson-
jakaumaa parametrilla A > 0, eli P(Z = k) = e*’\% kaikilla £ = 0,1,2,....
Télloin joukko X = {n € Z; : n < Z} on vélin R, satunnainen pistekuvio. W

Tarkalleen ottaen satunnaisen pistekuvion mééaritelméssa tulee vaatia, etta
kuvaus X : Q — N(S) on mitallinen suhteessa kuvausten B +— |X N B,
B C S avoin, virittdméadn avaruuden N (S) sigma-algebraan, missa N'(S) on S:n
lokaalisti &érellisten osajoukkojen kokoelma. Teknisi& mitallisuusominaisuuksia
ei kuitenkaan téssé yhtedessé sen koommin késitelld; lisidtietoja voi katsoa esim.
kirjoista [Kal02, SWO0S].

8.2 Laskurimitta ja laskuriprosessi
Lukuvilin S C R satunnaisen pistekuvion X [laskurimitta (counting measure) on

satunnaiskuvaus

N(B)=|X N B

Lukuvilin S osajoukko X on lokaalisti ddrellinen (locally finite), jos X NK on dérellinen
aina kun K C S on suljettu ja rajoitettu.
2(a, b) tarkoittaa reaaliakselin avointa vilii a < z < b.
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joka kertoo X:n pisteiden lukumé&érén joukossa B C S.

Esimerkki 8.3. Esimerkin 8.1 pistekuvion X laskurimitta voidaan kirjoittaa

muodossa
n

N(B) = > WU;eB), BcC(0,1),

missé tapahtuman {U; € B} indikaattori 1(U; € B) mééritellddn kaavalla

1, jos U; € B,
0, muuten.

Tarkasteltavan satunnaisilmion tapahtumahetkid voidaan mallintaa vélin
R, satunnaisena pistekuviona X. Talloin tapahtumien lukuméériaa aikavalilla
[0, ¢] merkitdén usein lyhyesti

N(t) = N([0, 2])

ja satunnaisfunktiota ¢ — N(t) kutsutaan pistekuvion X laskuriprosessiksi
(counting process). Kun N:n argumenttina on joukko, tarkoitetaan laskurimittaa;
ja kun N:n argumenttina on luku, tarkoitetaan laskuriprosessia. Maaritelmésta
seuraa suoraan, ettd X:n pisteiden lukumaara valilla (s,t] voidaan kirjoittaa
muodossa

(XN (st = N((s,t]) = N(t) = N(s).

8.3 Riippumattomasti sironnut pistekuvio

Satunnainen pistekuvio X on rippumattomasti sironnut (independently scatte-
red), jos satunnaismuuttujat N(A;),... N(A,,) ovat riippumattomat aina kun
joukot Ai,...,A,, ovat erilliset. Talloin tieto siitd, miten satunnaisen piste-
kuvion pisteet ovat jakautuneet tietyssid joukossa A ei kerro mitédn kyseisen
pistekuvion kayttaytymisestd A:n ulkopuolella.

Riippumaton sironneisuus on itseasiassa hyvin vahva tilastollinen vaatimus
satunnaisen pistekuvion jakaumalle, jonka harvat pistekuviot toteuttavat.

Esimerkki 8.4. Onko esimerkin 8.1 pistekuvio X = {Uy, ..., U,} riippumatto-
masti sironnut? Jaetaan avoin yksikkovali osiin A; = (0,1/2] ja Ay = (1/2,1)
ja todetaan, etté

P(N(A) =0) = P(U, >1/2,...,U, >1/2) = (1/2)".

Toisaalta

silld médritelmén mukaan varmuudella patee N(A;) + N(Ay) = n. Néin ollen
satunnainen pistekuvio X ei ole riippumattomasti sironnut. [ |
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Vilin R satunnainen pistekuvio X on tasakoosteinen (homogeneous), jos sen
laskurimitalle patee®
N(A+t)=4 N(A)

kaikilla A C Ry ja kaikilla ¢t > 0, missd A+t = {a +t: a € A}. Tasakoostei-
sen pistekuvion intensiteetts (intensity) on sen pisteiden lukuméédrian odotusarvo

E(N(0,1]) yksikkovalilla (0, 1.

8.4 Pisteiden lukuméairin jakauma

Seuraava térked tulos kertoo, miten pistekuvion riippumaton sironneisuus, luon-
teeltaan algebrallinen ominaisuus, automaattisesti kertoo kvantitatiivisen piir-
teen pisteiden lukumééaran jakaumasta. Se myos selittdd Poisson-jakauman kes-
keisen merkityksen universaalina jakaumana, joka kuvaa tasakoosteisia riippu-
mattomasti sironneita pistekuvioita.

Lause 8.5. Olkoon X wvdilin Ry tasakoosteinen ritppumattomasti sironnut pis-
tekuvio intensiteetilli 0 < A\ < co. Tdlloin sen pisteiden lukumddrd valilld [0, t]
on Poisson-jakautunut parametrilla At, eli
At)*
P(N(t) = k) = e—”%, k=0,1,2,...
Todistus. Olkoon
v(t) = P(N(0,t] =0)

todennékoisyys, etté vililla (0, ¢] ei ole yhtaan X :n pistettd. Koska N(0,s+t] =
0 tasmilleen silloin kun N(0,s] = 0 ja N(s, s + t] = 0, havaitaan etti

v(s+1t) =P(N(0,s+t] =0)
=P(N(0,s] =0, N(s,s+t] =0)
=P(N(0,s] = 0)P(N(s,s+t] =0)
P(N(0, s] = 0)P(N(0,¢] = 0)

Koska v on vidheneva funktio, tistd seuraa (Harjoitustehtéava 1), etté
v(t) =e (8.1)

jollain @ > 0. Liséiksi a > 0, sill& tapauksessa a = 0 pistekuvio olisi tyhjé tn:ll&
1 (Harjoitustehtévé 3), miké johtaisi ristiriitaan oletuksen A = E(N(0,1]) > 0
kanssa. Samoin voidaan perustella, ettd o < oo, silld tapauksessa o = oo olisi
X:1la darettomaésti pisteitd jokaisella epéatyhjalla valilla, miké johtaisi ristiriit-
taan oletuksen A\ = E(N(0, 1]) < oo kanssa.

3T#ssé luentomonisteessa X =g Y tarkoittaa, ettd satunnaismuuttujat X ja Y joudattavat
samaa jakaumaa eli P(X € B) = P(Y € B) kaikilla B.
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Tutkitaan seuraavaksi tapahtuman N(t) = k todenndkoisyytté jollain vali-
tulla ¢t > 0 ja kokonaisluvulla £ > 0. Valitaan jokin iso luku n > k ja jaetaan
vili (0, tasapituisiin osavéleihin I, ; = (&2, 2¢], j = 1,...,n. Merkitdén

1,  jos N(I,;) >0,

0, muuten.

0; = WN(In;) >0) = {

Talloin Z,, = 01+ - - +6,, on osavilien lukumééré, jotka sisialtavat X :n pisteité.
Merkitaan €2,:114 tapahtumaa, ettd kullakin osavélilld on enintdén yksi piste.
Tapahtuman €, vallitessa N(t) = Z,,, misté seuraa, ettéd

P(N(t)=k) = P(Z, =k) + €, (8.2)
missa
e&n = P(N(t) =k, Q) —P(Z, =k, Q).
Koska indikaattorimuuttujat 6y, ...,6, ovat riippumattomia (riippumaton si-
ronneisuus) ja kukin niistd saa arvon yksi todennikoisyydelld

G =1- v(t/n),

havaitaan, ettd Z, on binomijakautunut parametrein n ja q,, eli

P(Z, = k) = (Z) ¢(1—g)"*, k=0, n

Yhtéalon (8.1) ja 'Hospitalin sdédnnon avulla ndhdéén, etté

1 — —at/n
ng, = n(l — e_o‘t/”) = + — ot
n

kun n — oo. Pienten lukujen lain (Lause 8.6) perusteella voidaan tésté padtella,
etta

t k
P(Z,=k) — e_at%, kun n — oo. (8.3)

Koska Lemman 8.7 nojalla |e,| < 2P(Q¢) — 0, ja koska tapahtuman N (t) =
k todennékoisyys ei riipu n:stéd, nahdaan yhtaloistd (8.2) ja (8.3), ettd

POV(t) = k) = et

k!
Siispd N (t) on Poisson-jakautunut parametrilla at. Erityisesti E(N(t)) = ot,
mistd nahdédén, ettd a = A = E(N(0, 1]). O
Lemma 8.6 (Pienten lukujen laki). Olkoon Zy,Zs,... jono satunnaislukuja,

missd Z, on binomijakautunut parametrein n ja q, ja ng, — « € (0,00), kun

n — 00. Talloin i

P(Z, = k) — e—a% kaikilla k > 0,

kun n — oo.
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Todistus. Todennékéisyys, ettd Z, saa arvon k, voidaan kirjoittaa muodossa

(Z) gl —g)" " = nk(nm_ k) (1 _1Qn)k (HZT)}C (1 — %)

Analysoidaan oikean puolen lauseke termi termilté, kun n — oco. Ensimméinen
termi toteuttaa

ol = k—1
S — (1—3j/n
nk(n —k)!  nk H H i)
7=0 7=0
Koska ¢, — 0, ndhdaan, ettd toinen termi toteuttaa
! — 1
(1 - Qn)k .
Lisdksi oletuksesta nqg, — «a seuraa, ettd kolmas termi toteuttaa
(ng)* , a*
k! k!
Kunhan vieléd osoitetaan, ettd neljds termi toteuttaa
n
lim (1 - ﬂ) = e, (8.4)
n—o0 n

voidaan siis padtelld, etta

eli viite pitdd paikkansa.

Raja-arvo (8.4) voidaan perustella seuraavasti. Valitaan jokin pieni € > 0
ja valitaan ng niin suureksi, ettd a — e < ng, < a + € kaikilla n > nq. Talloin
kaikilla n > ng pétee

(1-5) < (-5 < (-5)

Kéyttdmalld kaavaa (1 + 2/n)" — €, ndhdéén, etta

e 7 < liminf (1 — ﬂ) < limsup (1 — ﬁ) < e ot
n—0o0 n n—00 n

Koska yllaolevissa estimaateissa € > 0 voidaan valita mielivaltaisen pieneksi,

véite (8.4) seuraa.

[]

Lemma 8.7. Olkoon X wdlin S C R satunnainen pistekuvio ja N sen laskuri-
mitta. Oletetaan, ettd joukolle A C S pitee E(N(A)) < co. Ositetaan reaaliak-
seli 1/n-pituisiin vileihin I, ; = (51,1, § € Z. Tilloin

n ' nl’

IP’(N(A N1, ;) <1 kaikilla j € Z) — 1, kunn — oo.
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Todistus. Koska E(N(A)) < oo, on joukko X N A &éarellinen tn:lla 1. Olkoon
satunnaisluku
D=min{|lz —y|: z,ye€ XNA, z#y}

pienin joukon X N A pisteiden vélisistd etdisyyksistd. Kun n > 1/D, on jokaisen
joukon X N A pisteparin vélilla vihintdén 1/n-levyinen aukko, joten jokaisella
valilla I, ; voi olla enintédén yksi joukon X N A piste. Néin ollen

Zn=sup N(ANI,;)=sup|XNANIL; [ <1
j J

kunhan n > 1/D. Néin ollen tapahtuman {Z,, < 1} indikaattorille pétee 1(Z,, <
1) — 1, kun n — oo, ja alisteisen suppenemisen nojalla

lim P(Z, <1) = lim E1(Z, <1)=E lim 1(Z, < 1) = 1.

n—o0 n—oo n—0o0

8.5 Poisson-prosessi
Satunnaisfunktio N : Ry — Z, on Poisson-prosessi (Poisson process) intensitee-
tilla A, jos
o N(t) — N(s) =g Poi(A(t — s)) kaikilla (s,t] C R,.
e N:ll4 on riippumattomat muutokset, eli
N(t1) — N(s1),...,N(tn) — N(sn)
ovat riippumattomat kaikilla erillisilla (s, t1], ..., (sp, tn] C R

Y14 mééritelty satunnaisfunktio t — N(¢) on siis jatkuva-aikainen stokasti-
nen prosessi numeroituvassa tilajoukossa Z,. Lause 8.5 voidaan nyt muotoilla
uudelleen seuraavasti.

Lause 8.8. Tasakoosteisen riippumattomasti sironneen pistekuvion laskuripro-
sessi N(t) = N(0,t] on Poisson-prosessi intensiteetilld A = E(N(0, 1]).

8.6 Riippumattomasti sironneen pistekuvion ra-
kentaminen

Onko riippumattomasti sironneita pistekuvioita olemassa? Rakennetaan yksi
sellainen. Méaritelladn aluksi satunnaisluvut 77,715, ... kaavalla

Tn:7—1+"'+7-n7 TLZL

missé 7y, 7o, ... ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita positiivisia satun-
naislukuja. Kuvassa 8.1 esitetdén nédin rakennetun pistekuvion realisaatio ja sité
vastaava laskuriprosessi.
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Kuva 8.1: Lauseen 8.9 menetelmélld simuloitu pistekuvio ja sitd vastaavan
Poisson-prosessin polku aikavalilla (0, 10].
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Lause 8.9. Jos pisteiden vilimatkat T, To, . .. ovat eksponenttijakautuneita vauh-
tiparametrilla \, niin pistekuvio X = {11, Ts, ...} on tasakoosteinen ja riippu-
mattomasti sironnut, ja sitd vastaava laskuriprosessi

N(t) = | Xn(0,¢t]] = {k>1:7 <t}
on Poisson-prosessi intensiteetillda X.

Todistus. Harjoitustehtdava. (Tdma saattaa olla vaikeahko harjoitustehtéavé, ehkéa
luentomonisteen seuraaavaan versioon todistus ilmestyy ténne.) O]

8.7 Harjoitustehtivia

1. Olkoon f: Ry — [0, 1] viaheneva funktio, jolle f(s+t) = f(s)f(t) kaikilla
s,t > 0. Todista, ettd f(t) = f(1)!

(a) kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla m,
(b) kaikilla positiivisilla rationaaliluvuilla g,

(c) kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla .

2. Tarkastellaan joukon (0, c0) satunnaista tasakoosteista pistekuviota, jolle
patee P(N(t) = 0) = 0 kaikilla ¢ > 0.

(a) Todista, ettd E(N(b) — N(a)) > 1 kaikilla 0 < a < b.
(b) Todista, ettd EN(1) = oc.

3. Tarkastellaan joukon (0, c0) satunnaista tasakoosteista pistekuviota, jolle
P(N(t) = 0) = 1 kaikilla ¢ > 0. Todista, ettd tillainen pistekuvio tyhja
todennékoisyydella yksi.

4. Olkoot K, Uy, Us, ... riippumattomia satunnaislukuja, missé K on Poisson-
jakautunut parametrilla A ja Uy, Us, . . . ovat tasajakautuneita valilla (0, 1).
Maéaritelldadn satunnainen pistekuvio kaavalla

X = {U17U2a"'7UK}
ja sen laskuriprosessi kaavalla
N(it) = {E<K:Uy<t}, tel01].

(a) Todista, ettd N(t) — N(s) on Poisson-jakautunut kaikilla 0 < s <
t<1.

(b) Todista, ettd N:1& on riippumattomat muutokset valilla [0, 1].
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5. Olkoot 7,7y, ... riippumattomia Exp(\)-jakautuneita satunnaismuuttu-
jia. Madritelladn satunnainen pistekuvio kaavalla

X = {Tl,TQ,...},
missd T, = 71 + - - - + T, ja sen laskuriprosessi kaavalla
N(t) = {k>1:T, <t}|, te(0,00).

(a) Todista, ettd pistekuvio X on riippumattomasti sironnut.

(b) Todista, ettéd pistekuvio X on tasakoosteinen.

Apua voi katsoa esim. kirjoista [Kal02, Ros95]
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Luku 9

Poisson-prosessit ja
uusiutumisprosessit

9.1 Poisson-prosessin méiiritelmi stokastisena
prosessina

Edellisessé luvussa néhtiin, miten Poisson-prosessi ilmenee riippumattomasti ja
tasaisesti sironneen satunnaisen pistekuvion laskuriprosessina. Poisson-prosessi
voidaan suoraan madritelld stokastisena prosessina seuraavasti. Satunnaisfunk-
tio N : Ry — Z, on Poisson-prosessi intensiteetilla A > 0, jos

(i) N(0) =0,
(ii) N(t) — N(s) = Poi(A(t — s)) kaikilla s < ¢,
(iii) N:114 on riippumatomat muutokset, eli

(s1,t1], ..., (sk, tg] erilliset
—
N(t1) — N(s1),..., N(tx) — N(sg) riippumattomat.

Poisson-prosessin polut ovat paloittain vakioita ja kasvavat yksikkohyppayksin
satunnaisilla ajanhetkilld. Yleisen tavan mukaan kaytetaan liséksi oletusta, etté
Poisson-prosessin polut ovat oikealta jatkuvia. Télléin Poisson-prosessin n:s
hyppyhetki eli prosessin kulkuaika tilaan n voidaan kirjoittaa muodossa

T, = min{t >0: N(t)=n}, n=1,2,...,

ja hyppyhetkien kokoelma {77,753, ...} muodostaa riippumattomasti ja tasai-
sesti sironneen R :n pistekuvion, jonka laskuriprosessi N(t) on, eli pitee

N(t) = iungt).

=1
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Satunnaishetkia T, Ts, . .. kutsutaan lyhyesti Poisson-prosessin tapahtuma-
hetkiksi tai pisteiksi, jolloin muutos N(t) — N(s) kertoo Poisson-prosessien ta-
pahtumahetkien lukumééran aikavalilld (s, ¢]. Tama lukuméérd on todennakoi-
syydelld yksi sama kuin tapahtumien lukumééra aikavalilla [s,t] tai (s, t), silla
todennékdisyys, ettéd Poisson-prosessin tapahtumahetki osuisi tdsmaélleen johon-
kin deterministiseen reaaliakselin pisteeseen on nolla. Tamé seuraa siitéd, etté
jokaisen tapahtumahetken T,, jakaumalla on tiheysfunktio (7}, noudattaa gam-
majakaumaa muotoparametrilla n ja vauhtiparametrilla A). Néin ollen Poisson-
prosessin tapahtumahetkien lukumaéira yksikkovalilla (¢,¢ 4 1] (tai [¢,¢t + 1] tai
(t,t+ 1)) noudattaa Poi())-jakaumaa, ja odotusarvoinen tapahtumahetkien lu-
kumaéréd aikayksikkoéd kohden on A.

9.2 Paallekkiiset Poisson-prosessit

Seuraava lause kertoo intuitiivisesti selkeéin asian, ettd asettelemalla paéllekkéin
useita toisistaan riippumattomia Poisson-prosesseja saadaan aikaan Poisson-
prosessi. Lauseen summassa voi indeksijoukko olla &dérellinen tai numeroituvasti
ddreton. Adrettomin indeksijoukon tapauksessa tulee olettaa, etté > y Aj < oo.

Lause 9.1. Jos Ny, Ny, ... ovat rippumattomia Poisson-prosesseja intensi-
teeteilld A;, niin tdlloin N(t) = >, N;(t) on Poisson-prosessi intensiteetilld

A=D00A
Lauseen todistamiseen kéytetddn seuraavaa aputulosta.
Lemma 9.2. Jos N;j =4 Poi();) ovat riippumattomia, niin y_; Nj =4 Poi(3_; Aj).

Todistus. Lasketaan satunnaisluvun N; todennékdoisyydet generoiva funktio (tngf).
Kyseinen tngf pisteessd z € [0, 1] saadaan kaavasta

00 A7
GNj(Z) = E(ZNj) = Zzn (6_>‘j _j) — 6—>\j e/\jz _ GAj(Z_l).

n!
n=0

Riippumattomuutta hyvéksi kdyttamalla havaitaan, ettd summan tngf toteut-
taa

GZij(Z) = E(szNj) = HE(ZNj) — HeAj(z—l) _ eZ]’)‘j(z—l)‘
J j

Koska tngf méidrittad jakauman yksikésitteisesti, >, N; =4 Poi(3; Aj). O

Lauseen 9.1 todistus. Tarkistetaan kohta kohdalta Poisson-prosessin méaaritelméan
(kappale 9.1) kolme ehtoa.

(i) Selvéisti N(0) = >_; N;(0) = 0.

(ii) Lemman 9.2 avulla havaitaan, ettd N(t)—N(s) = >_; (N;(t)—N;(s)) =s
Poi(A(t — s), missd A =} . A;.
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(iii) Onko N:1l4 riippumattomat muutokset? Jos aikavélit (sq, %] ja (sq, ta] ovat
erilliset, niin talloin

Nj (51, tl} AL Nj(Sg, tg] kaikilla j

Koska liséiksi N;:t ovat toisistaan riippumattomat, voidaan tisté péételld, ettd
ZNj(Sl7t1] J_LZNj(SQ,tQ]
J J

Néin ollen satunnaisluvut N(sq,t;] ja N(sq,t2] ovat riippumattomat. Vastaava
todistus toimii myos, kun tarkastellaan useampaa erillisté aikavilié, joten N:114
on riippumattomat muutokset. O

9.3 Yhdistetty Poisson-prosessi

Poisson-prosessi N (t) kuvastaa riippumattomasti ja tasaisesti sironneiden ajan-
hetkien lukumééraa aikavalilla [0,¢]. Jos tarkasteltavien ajanhetkien nettolu-
kumadra voidaan tulkita kertyméksi lukuisista harvoista tapahtumasarjoista,
niin télloin tarkasteltavien ajanhetkien kertyméd ajanhetkeen t asti voidaan
usein melko tarkasti mallintaa Poisson-prosessilla. Esimerkiksi suurella mootto-
ritielld havaittujen ajoneuvojen liikennevirtaa voidaan mallintaa Poisson-prosessilla,
jos sisdantulovéaylien liikennevalojen ja yhteiskunnan vuorokausirytmin (koulu-
jen alkamisajat, tyopéivien padttymisajat) korrelaatiovaikutukset ovat vihiiset.

Useissa satunnaisilmitissd satunnaisiin tapahtumahetkiin liittyy myods muita
satunnaismuuttujia, jotka on tarpeen mallintaa jotenkin. Seuraava esimerkki
edustaa tyypillisté tilannetta.

Esimerkki 9.3 (Liikennevirta). Lansivaylda pitkin Helsingin ja Espoon vélisen
kuntarajan ylittdd Espoon suuntaan arkipéivisin klo 10-14 keskimé&érin 40 au-
toa minuutissa, joissa matkustaa keskimaérin 1.9 henkiloa per auto. Autoa koh-
den olevien matkustajien keskihajonnaksi on estimoitu 1.2. Mallinna kuntarajan
ylittdvien yksityisautoilua kayttavien matkustajien liikennevirtoja tilastollises-
ti. Mik&d on tunnin aikana kuntarajan ylittdvien matkustajien odotusarvo ja
keskihajonta? [ |

Positiivisen reaaliakselin R, satunnaisen pistekuvion X = {T3,T5,...} ta-
pahtumahetkiin voidaan liittd4 lisdd satunnaisuutta maarittelemalld

X ={(Ty, 2)),(Ts, Z5), ...},

missé 21, Zo, ... ovat riippumattomia tilajoukon S satunnaismuuttujia, jotka
ovat lisdksi riippumattomia satunnaisjonosta (77,75,...). Néin aikaansaatua
tulojoukon R, x S satunnaista pistekuviota X kutsutaan joskus merkityksi
pistekuvioksi (marked point pattern). Kun satunnaismuuttujat 2y, Zs,... ovat
reaaliarvoisia, saadaan merkitylle pistekuviolle luonteva tulkinta mieltamalla
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Z; mallin tuotoksi (tai kustannukseksi) satunnaisella ajanhetkella T;. Talloin
ajanhetkeen ¢ mennessé kertynyt nettotuotto voidaan kirjoittaa muodossa

(o]
St) = Y ZUT <)
i=1
Kun satunnaisen pistekuvion {7}, T, ...} laskuriprosessia merkitaan

N(t) = il(ﬂ <),

=1

voidaan nettotuotto kirjoittaa summana

N(#)
S(t) = Z 7 (9.1)

i=1
joka tulkitaan tapahtuman { N'(¢) = 0} vallitsessa nollaksi. Kun N (¢) on Poisson-
prosessi intensiteetillda A > 0 ja satunnaisluvut 7y, Z,, ... ovat jakautuneet ker-

tyméfunktion F' mukaisesti, niin kaavan (9.1) médrittdméaa satunnaisprosessia
S(t) kutsutaan yhdistetyksi Poisson-prosessiksi (compound Poisson process) pa-
rametrilla (X, F').

Esimerkki 9.4 (Liikennevirta). Esimerkissd 9.3 tarkasteltua henkiloautojen
kertyméd voidaan mallintaa Poisson-prosessilla (N(t) : ¢ > 0), jonka inten-
siteetti on A = 40, kun aikayksikoksi valitaan yksi minuutti ja aikaa mita-
taan kuluneina minuutteina tarkasteluvilin alkuhetkestd. Ajanhetkelld 7; kun-
tarajan ylittdvaan henkiloautoon liitetddn satunnaisluku Z;, joka kertoo au-
tossa matkustavien henkiliden lukumé&irén. Mallissa on luontevaa olettaa lu-
vut 2y, Z, ... toisistaan ja ajanhetkista 77,75, ... riippumattomiksi. Kun néin
tehddén, voidaan aikavélilld [0, t] kuntarajan ylittdneiden matkustajien lukumé&éra
esittdd yhdistettynd Poisson prosessina

parametrilla (A, F'). Téssd yhteydessi kertyméafunktiota F ei ole tarkalleen méaéritetty,
mutta tiedetdédn kuintenkin, ettéd satunnaisluvut Z; saavat arvonsa tilajoukos-
sa S = {1,2,...,7} ja lisiiksi pitee E(Z;) = m ja Var(Z;) = o? parametreilla
m=19jaoc=1.2. [ |

Lause 9.5. Yhdistetylli Poisson-prosessilla on rippumattomat muutokset ja
sen odotusarvo ja varianssi ajanhetkelli t saadaan laskettua kaavoista

E(S(t)) = Amt
Jja
Var(S(t)) = Am? + o),
missi m = B(Z;) ja 0? = Var(Z;).
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Todistus. Riippumattomien muutoksien todistaminen on intuitiivisesti selkeédn
tuntuinen asia. Tarkka todistus voidaan tehdi ehdollistamalla muotoa A; =
{Ny(sr) = my, Ni(tr.) = my + 1} olevien tapahtumien suhteen.

Odotusarvoa ja varianssia koskevat tulokset seuraavat lemman 9.6 avulla,
kun havaitaan, ettd N(¢) on Poisson-jakautunut parametrilla At ja néin siis
toteuttaa E(N(t)) = Var(N(t)) = At. O

Lemma 9.6. Olkoon S = Zfil Z;, missd satunnaisluvut Zy, Zs, ... ovat sa-
moin jokautuneita sekd toisistaan ja satunnaisesta kokonaisluvusta N riippu-
mattomia.

(i) Jos N ja Z; ovat integroituvia, niin E(S) = E(N)E(Z;).

1

(11) Jos N ja Z; ovat nelivintegroituvia®, niin

Var(S) = E(N) Var(Z;) + Var(N)(E(Z;))>.

Todistus. Merkitdan p(n) = P(N = n), n = 0,1,2,... ja muistetaan, etti
tapahtuman {N = 0} vallitessa méiritellisn summa S Y, Z; nollaksi. Kaavat
voi todistaa ehdollistamalla tapahtuman { N = n} suhteen. Yksityiskohtien ldpi
laskeminen on hyvé harjoitustehtava. O

Esimerkki 9.7 (Liikennevirta). Jatketaan esimerkin 9.3 analysoimista. Esi-
merkisséd 9.4 havaittiin, ettd matkustajien kertymé voidaan esittdé yhdistettyna
Poisson-prosessina S(t), jossa A = 40, m = E(Z;) = 1.9 ja 0? = Var(Z;) = 1.2.
Lauseen 9.5 mukaan ajanhetkella ¢ = 60

E(S(t)) = Amt = 40 x 1.9 x 60 = 4560

ja

Var(S(t)) = Am?+ o)t = 40 x (1.92 + 1.2*) x 60 = 12120.
Tunnin aikana kuntarajan ylittédvien matkustajien S(60) odotusarvo on siis 4560
ja keskihajonta /12120 = 110.09. Koska malli on ajansuhteen tilastollisesti siir-

toinvariantti, sama tulos pétee mille tahansa tunnin mittaiselle tarkasteltavan
aikavalin osavilille. [

9.4 Poisson-prosessin harventaminen

Kappaleessa 9.2 havaittiin, ettd riippumattomia Poisson-prosesseja paillekkéin
asettelemalla saadaan uusi Poisson-prosessi. Téssa kappaleessa tutustutaan tata
vastaavaan kédnteisoperaatioon, joka voidaan toteuttaa tarkasteltavana olevan
Poisson-prosessin tapahtumahetkien riippumattomalla harventamisella.

ISatunnaisluku Z on nelidintegroituva (square integrable), jos E(Z?) < oo. Jokainen
nelidintegroituva satunnaisluku on integroituva, silld analyysin keinoin voidaan todistaa, etté

E(|1Z]) < (E(Z%))'/?
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Esimerkki 9.8 (Harvennettu liikennevirta). Lansiviylda pitkin Helsingin ja
Espoon vilisen kuntarajan ylittda Espoon suuntaan arkipéivisin klo 10-14 kes-
kiméaarin 40 autoa minuutissa, joista p; = 30% kiddntyy Kehé-I:lle ja loput jat-
kavat Lansivaylaa pitkin lanteen. Mallinna Lénsivaylda lanteen jatkavien auto-
jen litkennevirtoja tilastollisesti. Milld todennédkdisyydella erdén tarkasteltavan
minuutin aikana kuntarajan ylittda ldnteen jatkavia autoja enintdédn 20, kun
tiedetéddn ettd kyseiselld aikavililla Keha-I:lle jatkavia autoja ylittda vahintaan
30 autoa? |

Kun oletetaan, etta autot kadntyvat Keha-I:1le tai jatkavat lanteen toisistaan
riippumattomasti, on aikavililla [0, ] kuntarajan ylittdvien

e autojen kokonaislukuméird N(t) = > .° 1(T; <1t),
e Kehi-Llle kddntyvien autojen lkm Ny(t) = > 2, 6, 1(T; <),
e linteen jatkavien autojen lkm No(t) = > oo (1 —6;) 1(T; <),

missa 0; € {0, 1} on indikaattori tapahtumalle, etté i:s kuntarajan ylittava auto
kéaantyy Kehé-I:lle.

Néin aikaansaatu laskuriprosessi Ny (t) on harvennettu Poisson-prosessi (thin-
ned Poisson process), joka saadaan poistamalla 70% alkuperiisen Poisson-prosessin
tapahtumahetkisté riippumattomalla valinnalla. Vastaavasti myos Ny(t) on har-
vennettu Poisson-prosessi. Seuraava tulos vahvistaa, etté riippumattomasti har-
vennetut Poisson-prosessit ovat Poisson-prosesseja.

Lause 9.9. Poisson-prosessin N(t) harvennukset Ni(t) = Y2, ;1(T; < t) ja
No(t) =522, (1 = 0;)1(T; < t) ovat Poisson-prosesseja ja toisistaan riippumat-
tomia.

Todistus. Todistetaan ensin, ettd Ny on Poisson-prosessi. Selvisti N;(0) = 0.
Tarkistetaan seuraavaksi, ettd N (t) on Poisson-jakautunut. Ber(p; )-jakautuneen
indikaattorin 6; todennédkdisyydet generoiva funktio on

Go.(2) = E(z") = (1 —p)2° + pi2t.

Koska Ni(t) = Zfi(lt) Z;, voidaan kiyttad haarautumisprosessien yhteydessé

opittua tulosta, jonka mukaan
Ghn(2) = Guw(Go(2)).
Tata hyodyntamalla ndhdaén, ettéa
Grni(2) = Grne(Go,(2) = N7 = Anlzml)
josta seuraa, ettd Np(t) =g Poi(Apy). Téysin samaan tapaan voidaan tarkistaa,

ettd Ny (t)— N1 (s) = Poi(Apy(t—s)). Liséksi, koska N1 (t) on yhdistetty Poisson-
prosessi, seuraa lauseesta 9.5, ettd Np:1l4 on riippumattomat muutokset. Niin
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ollen N; on Poisson-prosessi intensiteetilla Ap;. Vastaavaan tapaan ndhdaén,
ettd Ny on Poisson-prosessi intensiteetilla A(1 — p;).

Perustellaan vield lopuksi, miski N; ja N, ovat riippumattomat. Tapahtu-
ma {Ni(s,t] = j, Nao(s,t] = k} sattuu tésmaélleen silloin, kun valilld (s, ] on
N(s,t] = j + k tapahtumaa, joista Nj:een valitaan j ja Nj:een valitaan k.
Koska valinnat tehdéén toisistaan riippumattomasti, nahdédan binomijakaumaa
kayttamalla (ja merkitsemélld p, = 1 — pq), etté

P(Ny(t) = j,Nao(t) = k) = P(N(t) =37+ k) <j er k)p{(l — 1)k
- (Y

A ik
GrRi )
__=Apit (Aplt)] —Apat ()\pzt)k
= e —e —_—
j! k!

= P(Ni(t) = j) P(Na(t) = k).
Niéin ollen Poisson-prosessien N; ja Ns tilat ajanhetkelld ¢ ovat riippumattomat.
Tésté ei vield suoraan seuraa prosessien riippumattomuus, mutta ylldolevaa ar-

gumenttia yleistdmélla voidaan perustella, ettd myos satunnaisvektorit (Ny(t1), . .

(Na(ty), ..., Nao(t,)) ovat riippumattomat mielivaltaisilla ¢y, .. ., t,, miké vastaa
prosessien riippumattomuutta. [

Lauseen 9.9 tulos, jonka mukaan harvennukset Ny ja N, ovat riippumatto-
mat on ensi alkuun hieman yllattava, kuten seuraava esimerkki osoittaa.

Esimerkki 9.10 (Harvennettu litkennevirta). Esimerkin 9.8 mallissa Kehé-I:le
kédntyvien autojen ja Lansiviyldd ldnteen jatkavien autojen liikennevirrat ovat
lauseen 9.9 perusteella toisistaan riippumattomat. Niin ollen vastaus kysymyk-
seen, milld todennédkoisyydella erdédn tarkasteltavan minuutin aikana kuntara-
jan ylittad ldanteen jatkavia autoja enintdédn 20, kun tiedetéddn ettd kyseiselld ai-
kavililla Keha-I:lle jatkavia autoja ylittdd vahintdan 30 autoa, voidaan esittaa
muodossa
P(Ny(1) < 20| N1(1) > 30) = P(No(1) < 20).

Tieto Keha-I:lle kddntyvista autoista ei siis kerro mitédén lanteen péin jatkavista
autoista. |

Ylldoleva riippumattomuustulos vaikuttaa oudolta, silld méaritelmén mu-
kaan todennédkoisyydelld yksi péatee Ny (t) + No(t) = N(t) kaikilla t > 0. Tamé
ominaisuus on yksi Poisson-prosessin maagisista erityispiirteisté, joka ei yleisesti
pade muuntyyppisille laskuriprosesseille. Itse asiassa lause 9.9 voidaan yleistéa
usampaan kuin kahteen harvennukseen.

Lause 9.11. Jos N on Poisson-prosessi intensiteetilli X, ja Z1, Zs, ... samoin
jakautuneita sekd toisistaan ja N :std rigppumattomia numeroituvan tilajoukon
S satunnaislukuja, nitn harvennetut prosessit

Nt = S Uz =T <1), zeS,

=1
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ovat riippumattomia Poisson-prosesseja intensiteeteilli A, = A\P(Z; = x).

9.5 Uusiutumisprosessit

Esimerkki 9.12 (Bussipysékki). Bussien saapumishetkien viliajat 71, 7o, . ..
oletetaan riippumattomiksi ja samoin jakautuneiksi. Pysékille saapuu henkil6
satunnaisella, bussiliikenteesté riippumattomalla ajanhetkelld. Kauanko bussia
pitéé odotusarvoisesti odottaa? [ |

Ylldmainittu kysymys vaikuttaa luonnolliselta, mutta huolellisempi tarkaste-
lu osoittaa, etté se ei ole hyvin méaritelty. Yksi tapa tulkita kysymys tdsmaéllisesti
on seuraava. Valitaan aika-akselin origoksi ajanhetki t = 0 ja olkoon Tj > 0 en-
simmaéisen bussin saapumisaika origosta katsottuna. T&ll6in seuraavien bussien
saapumishetket saadaan kirjoitettua véliaikojen avulla muodossa

Tn = T0+ZTi7 TLZ]_
i=1

Liséksi oletetaan, ettd satunnaisluvut Tj, 7, 7o, ... ovat toisistaan riippumatto-
mat. Niin aikaansaadun satunnaisen pistekuvion {7y, 71, T, . . . } laskuriproses-
sia
oo
Nt = Y U <)
i=0

kutsutaan wusiutumisprosessiksi (renewal process), jonka alkujakauma on Tj:n
jakauma ja vdliaikajakauma (interevent distribution) on 7;:n jakauma.

Esimerkki 9.13 (Poisson-prosessi). Poisson-prosessi intensiteetilli A > 0 on
uusiutumisprosessi, jonka alkujakauma on Exp(\) ja viliaikajakauma on Exp(A).

[
Esimerkki 9.14 (Tuntemattoman vaiheen jaksollinen pistekuvio). Olkoon T,, =
To + n kaikilla n > 0, missé Ty =4 Tas(0, 1) valilld (0, 1) tasajakautunut satun-
naisluku. Pistekuvion {7y, T, ...} laskuriprosessi on télloin uusiutumisproses-
si, jonka alkujakauma on Tas(0,1) ja viliaikajakauma Dirac-jakauma pisteessi

1. [ |
Esimerkisséa 9.12 voidaan bussien saapumishetket tulkita uusiutumisproses-
siksi, jolla on viliajat 7q,79,... ja tuntematon alkujakauma. Jos bussiliiken-

teen oletetaan olleen toiminnassa pitkdn aikaa ennen pysékille saapuvaa satun-
naista matkustajaa, voidaan intuitiivisesti ajatella, etta alkujakauman merkitys
on vihiinen. Seuraava tulos vahvistaa tdmén tapahtumahetkien aikakeskiarvon
nakokulmasta.

Lause 9.15. Jos wvdliaikojen odotusarvo m = E(7;) on ddarellinen ja aidosti
posititvinen, niin uusiutumisprosessille pdtee todenndkoisyydelld yksi

N(t 1
L—)—, kun t — oo,
t m

alkujakaumaan katsomatta.
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Todistus. Koska véliajat ovat riippumattomat, seuraa vahvaa suurten lukujen
lakia kdyttamalld, ettd n=' > " 7 — m tn:lld yksi ja néin ollen myos T,,/n —
m tn:1la 1. Lisdksi ominaisuutta

Nit)<n <<= T,>t
kayttamalla voidaan péitelld, ettd N(t) — oo tn:lld 1 ja
TN(t)—l <t< TN(t) (92)

kaikilla ¢ > Ty (kannattaa piirtdd kuva uusiutumisprosessin polusta). Koska
T,/n — m ja N(t) — oo todenniksisyydelld yksi, niin todennékoisyydelld yksi
patee myos

—TN(t) —m ja —TN(t) —m

N(t) N -1 ™
Jakamalla epdyhtéloiden (9.2) kaikki termit luvulla N(t) voidaan téstéd péadtell,
ettd t/N(t) — m, josta viite seuraa. O

Ajanhetkestd s > 0 katsottuna vélimatkat uusiutumisprosessin edelliseen ja
seuraavaan tapahtumahetkeen voidaan kirjoittaa muodossa

T,(S) = S _TN(S)—17

71(s) = Ty — s.

Tapahtuman N(s) = 0 vallitessa mééritellddn 7_(s) = oo. Télloin ajanhet-
kesté s katsottuna uusiutumisprosessin seuraavan ja edellisen tapahtumahetken
véliaika on

To(8) = 7o(s) —71_(9).

Asrettomaltd aikavililtd R, = [0,00) ei voi valita pistettd tasaisen satun-
naisesti, silli mikéén vakiofunktio ei toteuta ehtoa [;° f(u)du = 1. Pitkiltd
aikavililtd [0, s] voidaan kuitenkin valita tasaisen satunnaisesti ja uusiutumis-
prosessista riippumattomasti ajanhetki U, ja sen jilkeen tarkastella tilannetta,
kun s — o0o. Ajanhetken U, ndkokulmasta todennékoisyys, ettd valimatka seu-
raavaan uusiutumisprosessin tapahtumahetkeen on enintéén ¢, on

Plr (U,) <t) = — /0 P(r (u) < 1) du.

S

Vastaavaan tapaan voidaan kirjoittaa satunnaislukujen 7_(Us) ja 7.(Us) ker-
tyméafunktiot. Seuraava tulos on erés versio uusiutumislauseena tunnetusta tu-
loksesta.

Lause 9.16. Uusiutumisprosessille, jonka viliajat toteuttavat E(t;) € (0,00) ja
P(r; > 0) = 1, pdtee alkujakaumaan katsomatta

lim P(7 (Us) <t) = lim P(7_(Us) <t) = P(ry <),

5—00 S§—00
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Jja
lim P(7.(Us) <t) = P(r. <),
S$—00
missd ei-negatiivisten satunnaislukujen 7o ja T, kertymdfunktiot saadaan las-

kettua viliaikajakaumasta kaavoilla

E(r; At) E(r;1(m; < 1))
P(ry, <t) = ———~ P(r, <t) = ————F2= 9.3
(7—+ = ) E(TZ) Ja (7_ — ) E(TZ) ( )
Todistus. Todistus saattaa ilmestyd luentomonisteen tulevissa versioissa. Sen
voi my0s lukea kirjasta [Asm03, Luku V.4]. O

Kaavassa (9.3) esiintyvén satunnaisluvun 7, jakaumaa kutsutaan uusiutu-
misprosessin tasapainojakaumaksi. Nimitys johtuu siité, etté valitsemalla uusiu-
tumisprosessin ensimmaéiseksi tapahtumahetkeksi 7, = 7, voidaan n&yttéa,
ettd satunnainen pistekuvio {Tg, 71, T3, . . . } on tasakoosteinen. Hyodyntamélla
yhtélod &, At = fot 1(s < 7;)ds voidaan tasapainojakauma voidaan kirjoittaa
muodossa

P(ry <t) =

Ef;1(3<7'i)ds B /tIP’(Ti>s)dS
0 Y

E(7) E(r)

josta ndhdadn, ettd uusiutumisprosessin tasapainojakaumalla on olemassa ti-
heysfunktio

]P)(Ti > t)
t) = ———=, t>0. 9.4
Kaavan (9.3) satunnaisluvun 7, jakauma on satunnaisluvun 7;:n kokovinou-

tettu jakauma (size-biased distribution). Kokovinoutetulla jakaumalla ei aina ole

tiheysfunktiota. Jos uusiutumisprosessin viliaikajakaumalla on tiheysfunktio f,

niin t&lloin myo6s kokovinoutetulla jakaumalla on tiheysfunktio, joka voidaan

kirjoittaa muodossa
tf(t)
(1) = ———. 9.5
RO = o (9.5
Tasapainojakaumaa ja kokovinoutettua jakaumaa vastaavat odotusarvot voi-
daan kirjoittaa muodossa
E(?) E(r?)
E — L a E * f— U .
Kaikille ei-negatiivisille satunnaisluvuille voimassa olevaa epayhtilod E(r;) <
(E(72))"/? kéyttamalla nihdadn, etts

E(r.) > E(n). (9.6)

Epéyhtalo (9.6) on tutkintaparadoksin (inspection paradoz) erés versio ja se ker-
too, ettéd satunnaisella ajanhetkelld uusiutumisprosessia havainnoiva henkil6 ha-
vaitsee uusiutumisprosessin tapahtumahetkien véliajaksi tyypillisesti isomman
véliajan, kuin mitd véliaikajakauman odotusarvo E(7;) antaisi odottaa. Tamé
johtuu siité, ettd satunnainen havainnoija todennékoéisemmin osuu aikavilille,
jonka véliaika on tyypillistd aikavilid isompi.
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Esimerkki 9.17 (Bussipysikki). Oletetaan, ettd esimerkissid 9.12 bussien saa-
pumisajat ovat riippumattomasti ja tasaisesti sironneita, jolloin véliajat 7; ovat
eksponenttijakauneita vauhtiparametrilla A > 0. Esimerkiksi A = 0.1 (per min)
vastaa tilannetta, jossa busseja saapuu pysékille keskimédérin 10 min vélein.
T&ll6in kaavan (9.4) mukaan uusiutumisprosessin tasapainojakauman tiheys-
funktio saadaan kaavasta

P(r; >t) e ™
E(r;)  1/A

= e M

f+(t) =

ja kaavan (9.5) mukaan kokovinoutetun jakauman tiheysfunktio on

tf(t) _ Me™™M
[ sf(s)ds — 1/A

Néistéd voidaan tunnistaa, ettd 7, noudattaa eksponenttijakaumaa Exp(\) vauh-
tiparametrilla A, ja 7, noudattaa gammajakaumaa Gam(2, A\) muotoparametril-
la 2 ja vauhtiparametrilla A. Lauseen 9.16 mukaan satunnaisella bussiliikenteesta
riippumattomalla ajanhetkelld saapuvan henkilén havaitsema odotusarvoinen
aika seuraavan bussin saapumiseen on E(7,) = 1/A = 10 minuuttia. Liséksi
satunnaisesti pysékille saapuvan henkilon nikokulmasta edellisen ja seuraavan
bussin véliaika on odotusarvoisesti E(7,) = 2/A = 20 minuuttia.
Gam(2, \)-jakautunut satunnaisluku 7, voidaan myos esittdd muodossa

= \e M,

f*(t) =

Te = T— + Ty,

missd 7_ ja 7, ovat riippumattomia ja Exp(\)-jakautuneita. Tdmé& on luonnollis-
ta, silld eksponenttijakauman muistittomuusominaisuuden perusteella Poisson-
prosessissa vilimatkat mistd tahansa deterministisestd ajanhetkestéd edelliseen
ja seuraavaan ajanhetkeen ovat riippumattomia ja Exp(\)-jakautuneita. |
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Luku 10

Jatkuvan aikavalin stokastiset
mallit

10.1 Jatkuvan aikavilin Markov-ketju

Jatkuvan aikavilin R, = [0,00) Markov-ketju (Markov chain) numeroituvassa
tilajoukossa S on satunnaisprosessi (X;), joka h:n aikayksikon kuluessa kulkee
tilasta z tilaan y todennékoisyydelld Py (z,y) aiemmista tiloista riippumatta.
Tarkemmin ilmaistuna

P(Xipn =y Xe =2, H-) = P(Xppn =y Xi =2) = Pu(z,y) (10.1)
kaikille z,y € S seka kaikille muotoa
Ht— = {Xto =gy ,th = f['n} (102)

oleville tapahtumille s.e. 0 <ty < -+ < t, < tjaP(X; =2z, H,_) > 0. Tami
madritelmé on luonteeltaan sama kuin diskreetin aikavélin Markov-ketjulle lu-
vussa 2. Nyt ei kuitenkaan enéé riité tarkastella ainoastaan yhden aika-askeleen
mittaisia siirtymié, vaan pitdéd lahtokohtaisesti pitdd kirjaa mielivaltaisen pie-
nelld (tai suurella) aikavililld tapahtuvista siirtymisté. Adrellisen tai numeroitu-
vasti adrettomén tilajoukon S indeksoimaa matriisia P, = (Py(z,y) : x,y € S)
kutsutaan Markov-ketjun h:n aikayksikon siirtymématriisiksi. Matriisin P, al-
kiot ovat ei-negatiivisia ja rivisummat ovat ykkdosia eli pitee

Z Py(z,y) =1 kaikilla z € S.

yeS

Markov-ketjun tilaa ajanhetkelld ¢ merkitdén joko X; tai X (t).

Kaavan (10.1) méaérittelemd Markov-ominaisuus voidaan tulkita niin, etté
satunnaismuuttuja X, on riippumaton satunnaisvektorista (Xy,,..., X;, ) eh-
dolla X;. T&atd merkitdén lyhyesti kirjoittamalla

(Xiyy-o o, Xp,) Alx, Xivn.
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Kehittyneemmilld todennédkoisyysteorian tekniikoilla voidaan perustella [Kal02,
Lemma 8.1], ettd jatkuvan aikavilin Markov-ketjulle pitee myos laajennettu
Markov-ominaisuus

(Xs:s<t) llx, (Xy:u>t), (10.3)

eli Markov-ketjun kaikki tulevaisuuden arvot ajanhetkesté ¢ eteenpéin ovat eh-
dollisesti riippumattomia ketjun menneistd arvoista, kun ketjun tila ajanhet-
kelld ¢ tunnetaan.

Esimerkki 10.1 (Satelliitti). Erdén avaruuteen laukaistun satelliitin toiminta-
aika T' noudattaa Exp(u)-jakaumaa odotusarvonaan 1/p = 10 vuotta. Kun
satelliitti rikkoutuu, sité ei enédé korjata. Satelliittin tilaa voidaan kuvailla tila-
joukon {0, 1} stokastisena prosessina

¥ - 1, jos satelliitti toimii hetkelld ¢,
o 0, muuten.

Tutkitaan seuraavaksi, onko (X;) Markov-ketju. Valitaan luvut ¢, h > 0 ja jo-
kin muotoa (10.2) oleva tapahtuma H,_. Tarkastellaan ensiksi todennékoisyytté

P(Xt-i-h =1 | Xt = 1, Ht—)a

joka voidaan tulkita todennékoisyytend, ettd satelliitti toimii hetkella ¢t + A
ehdolla, etta satelliitti toimii hetkelld ¢. Tapahtuman {X; = 1} sattuessa H;,_ on
mahdollinen vain, jos se on muotoa H, = {X;, = 1,...,X;, = 1}, jolloin
H,_ sisdltyy tapahtumaan {X; = 1}. Koska X; = 1 tdsmaélleen silloin, kun
T > t, voidaan eksponttijakauman muistittomuutta kayttamalla paitella, etta
P(Xpon=1|X, =1,H_) = P(Xpn=1]X,=1)
=PT >t+h)|T>1)
= P(T > h)

= et

Vastakohdan todennédkdéisyytta kayttamalla puolestaan havaitaan, etté
P(X;p=0|X,=1,H,_) = 1—e "
Koska rikkoutunut satelliitti pysyy rikkoutuneena,

P(Xt+h — 1 | Xt — O, Ht_) - O,
]P)(Xt-‘rh =0 | Xy =0, Ht—) =1
Kokoamalla ylldolevan havainnot yhteen, voidaan péételld, ettd (X;) on jatkuva-

aikainen tilajoukon {0, 1} Markov-ketju siirtymématriiseinaan

0) Pa(0,1) 1 0
Py(1,0) Py(1,1) 1 —eHh emh

106



Esimerkki 10.2 (Poisson-prosessi). Olkoon (NVy)icr, Poisson-prosessi intensi-
teetilld o > 0. Koska (N;):n tapahtumahetkien muodostama satunnainen piste-
kuvio on riippumattomasti ja tasaisesti sironnut, voidaan paételld, ettd mieli-
valtaiselle muotoa H;— = {Ny, = ig,..., Ny, = i,} olevalle tapahtumalle, missé
to <11 <--- <1, <t, patee

n

P(Non = | Ny =i, H) = PNy = 5| Ny = i, Ny, =i, Noy = i)
= P(Nyyn — Ny =j —i| Ny =i, Ny, =ty ..., Nyy = i)
= ]P(Nt+h_Nt_]_Z>
= P(N, =7 —1).

Néiin ollen satunnaisprosessi (N;) on jatkuva-aikainen tilajoukon Z, Markov-
ketju siirtymématriiseinaan

e LU )
Py(i,5) = { G- )=

0, muuten.

10.2 Hyppyvauhti

Jatkuva-aikaisen Markov-ketjun ensimmdistd hyppyhetked (first jump time) mer-
kitdan

T = min{t > 0: X, # Xo}, (10.4)
missd tulkitaan T = oo, mikéli (X;) ei koskaan poistu alkutilastaan.! Satun-

naisluku 7' € [0, o] siis kertoo, milloin Markov-ketju ensimmaéisen kerran siirtyy
pois alkutilastaan. Ketjun hyppyvauhti (jump rate) tilassa x on

missd [E, tarkoittaa odotusarvoa tilasta z kédynnistyville ketjulle, ja tulkitaan
A(z) = 0 silloin, kun E,(T") = co.

Seuraava tulos kertoo, ettd jatkuva-aikainen Markov-ketju viettdd jokaises-
sa tilassa satunnaisen ajan, joka noudattaa eksponenttijakaumaa. Téssd yh-
teydessid laajennetaan eksponenttijakauman késitettd niin, ettd satunnaislu-
ku 7" € [0,00] noudattaa eksponenttijakaumaa Exp(0), mikéli 7" = oo to-
dennékoisyydella yksi.

Lause 10.3. Tilasta x kaynnistyvin Markov-ketjun (X;) ensimmdinen hyppy-
hetki T' noudattaa eksponenttijakaumaa Exp(\(x)) vauhtiparametrilla A(z).

!Luentomonisteessa noudatetaan kiytiantoi, ettd prosessin tila hyppyhetkelld on se tila,
johon prosessi hyppéé kyseiselld hetkella. Télloin kaikki jatkuvan aikavélin prosessit ovat oi-
kealta jatkuvia, ja kaavan (10.4) minimi saavutetaan aina kun prosessi joskus vaihtaa tilaansa.
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Todistus. Laajennettua Markov-ominaisuutta (10.3) kayttamalld havaitaan, etté
P(T>t+h|T>t) = P(X,=zVue[t,t+h] | X;=2xVsel0,t])

= PX,=zVuelt,t+h] | X;=2)

= P(X,=2Vuel0,h | Xy=2)

= P(T > h).
Tama tarkoittaa, ettd satunnaisluvun 7' jakauma on muistiton. Téstéd seuraa,
ettd funktio ¢(t) = P(T" > t) toteuttaa ¢(t + h) = ¢(t)¢(h) kaikilla ¢, h > 0.
Koska selvisti ¢ on viahenevi, voidaan pééatelld ettéa

o(t) =

jollain A € [0, 00). Tapauksessa A > 0 niin ollen 7" noudattaa eksponenttijakau-
maa Exp(\). Tapauksessa A = 0 puolestaan

n—oo

P(T =00) = ]P’(ﬁ{T>n}> = lim P(T'>n) = 1,

mikd vastaa eksponenttijakaumaa vauhtiparametrilla 0. O]

10.3 Hyppytodennikdisyydet ja siirtymékaavio

Lauseen 10.3 avulla voidaan luonnehtia yleisen jatkuva-aikaisen Markov-ketjun
kayttaytyminen yleisessd numeroituvassa tilajoukossa S. Tilasta x kdynnistyva
ketju:

viettdd satunnaisen Exp(A(z))-jakautuneen ajan tilassa x,

hyppéa tilasta x tilaan y todennakoisyydella Py (z,y),

viettdd satunnaisen Exp(A(y))-jakautuneen ajan tilassa y,

hyppéé tilasta y tilaan z todennékoisyydelld P, (y, 2),
e ...

Ketju jatkaa yllikuvattua vaellusta niin kauan kuin ketju kulkee tiloissa, joiden
hyppyvauhti on nollasta poikkeava. Mikéli ketju joskus osuu absorboivaan tilaan
x, jonka hyppyvauhti A\(z) = 0, jad ketju tilaan x ikiajoiksi.

Luku P, (z,y) kertoo, milld todennikoisyydelld ketju tilasta x pois hypéatessdin
paatyy tilaan y. Markov-ominaisuuden perusteella jokaisen hypyn kohdetila
on riippumaton ketjun menneisyydestd. Lukuja P,(z,y) kutsutaan jatkuva-
aikaisen ketjun hyppytodennddkdisyyksiksi (jump probability) ja niiden kokoelma
voidaan tulkita tilajoukon S indeksoimana neliomatriisina P,. Télle matriisille
péatee P, (z,y) > 0 kaikilla z,y € S ja

Y Puz,y) =1 kaikillaz € 5.

yeSs
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Matriisi P, on siis tilajoukon siirtymamatriisi. Témén siirtymématriisin dia-
gonaalialkiot ovat nollia, silld méaéritelmén mukaan hyppyhetken tapahtuessa
ketju vaihtaa tilaansa. Absorboivalle tilalle z, jonka hyppyvauhti on \(x) = 0,
on tapana madritelld hyppytodennékoisyydet muodossa Pi(z,y) = 1(x = y),
vaikka néilld ei olekaan merkitysta ketjun kayttaytymiseen.

Jatkuva-aikaisen Markov-ketjun surtymdkaavio (transition diagram) on suun-
nattu verkko, jonka solmuina ovat ketjun tilat ja linkkeind = — y jérjestetyt
solmuparit, joille A(x)P,(z,y) > 0 eli ketju voi yhdelld hypylla siirtya tilasta x
tilaan y. Jatkuva-aikainen Markov-ketju on yhtendinen (irreducible), jos ketjun
siirtymékaavio on vahvasti yhtenédinen suunnattu verkko, eli jokaisen solmupa-
rin valilld on olemassa polku x ~~ y ja polku y ~» x.

Esimerkki 10.4 (Satelliitti). Esimerkin 10.1 hyppyvauhdit ovat A(0) = 0 ja
A(1) = p. Rikkoutunutta satelliittia kuvaava tila 0 on siis absoroiboiva. Ketjun
hyppytodennékaisyydet voidaan kirjoitaa tilajoukon S = {0,1} indeksoimana
matriisina muodossa

P o_ P.(0,0) P.(0,1) |11 o
" P.(1,0) P.(1,1) 10
Ketjun siirtymékaavio on piirretty kuvaan 10.1. [

C a0

Kuva 10.1: Satelliittin toimintaa kuvaavan ketjun siirtymékaavio.

Esimerkki 10.5 (Poisson-prosessi). Vauhdin a > 0 Poisson-prosessin (esi-
merkki 10.2) hyppyvauhdit ovat A\(z) = « kaikilla z = 0,1,... ja hyppyto-
dennékoisyydet ovat

01 0
00 1 0
P, =
00 0 1 0
Ketjun siirtymékaavio on piirretty kuvaan 10.2. |

10.4 Muistiton juoksukilpailu

Yksinkertaisimmissa jatkuvan aikavélin Markov-ketjuissa voidaan hyppytodennékdéisyydet
madgrittdad helposti. Vahankadn mutkikkaammissa malleissa tulee analysoida,
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Kuva 10.2: Poisson-prosessin siirtymékaavio.

mika useista mahdollisista vaihtoehdoista toteutuu milldkin todennékoisyydella.
Usein tdmé analyysi voidaan palauttaa seuraavaan kilpajuoksutilanteeseen.

Joukko kilpailijoita ¢ € I juoksee kilpaa satunnaisella vauhdilla. Oletetaan,
ettd kilpailijan ¢ maaliintuloaika T; noudattaa eksponenttijakaumaa Exp()\;)
vauhtiparametrilla \; > 0. Liséiksi oletetaan, etté kilpailijoiden maaliintuloajat
ovat toisistaan riippumattomat. Kilpailun voittoaika on t&lldin

Thin = mll’lﬂ
el

ja kilpailun voittajan indeksi on

Iin = argminT;.
iel
Lauseen A.1 mukaan maalintuloajat ovat erilliset todennakoisyydelld yksi ja
néin ollen kilpailun voittaja on yksikésitteisesti mééritelty.

Seuraava hieman ylléttéava tulos kertoo, ettd muistittomassa juoksukilpailus-
sa esim. tieto siitd, ettd hitaimman vauhtiparametrin omaava kilpailija voittaa
kilpailun, ei kerro mitddan voittoajasta. Taméa eksponenttijakauman maaginen
ominaisuus ei yleensé pida paikkaansa muille jakaumille.

Lause 10.6. Kun A =), A; < 0o (esim. kun I on ddrellinen), Ty noudattaa
Exp(A)-jakaumaa vauhtiparametrina A, Iy, noudattaa jakaumaa

P(lpin =) = =, i€l

ja lisdksi satunnaismuuttujat Ty, ja I ovat toisistaan ritppumattomat.

Todistus. Selvitetdén ensiksi voittoajan jakauma. Koska
P(Toin > 1) = P(Ty > tkaikillai € I) = J[ e = e,
iel

voidaan péételld, ettd T = Exp(N).

Kilpailija ¢ voittaa tasmélleen silloin, kun 7; < 7”7, missid satunnaisluku
T" = min,y; Tj kertoo ¢:n kilpakumppanien parhaimman ajan. Edellisen kohdan
perusteella 7" =¢ Exp(X'), missi \' =3, ;. Koska selviistikin T; ja T" ovat
toisistaan riippumattomat, huomataan, etta

]P(Tmin > t; [min = Z) - ]P)(T'Z > t,j—; < T/)
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Kirjoittamalla oikealla puolella oleva todenndkoisyys muodossa
P(T; >t,T; <T') = Eh(T;,T"),

missa h(t;, t') = 1(t; > t)1(t; < t'), huomataan satunnaislukujen 7; ja T" riip-
pumattomuuden perusteella, etta

P(T, >t,T; <T) = / / h(ty, ) Nie™ it Ne N dt;dt!
0 0

= / / 1(t; > )1(t; < t)YNe™ Ne ™M dt;dt!
0 0

— / 1(t; > t)he Mt ( / )\’e_wdt’) dt;
0 t;

1<tz > t)>\2‘€_)\iti G_A/tidti

)\i B_Ati dtl

e M,

I
) S — S —

Téasta voidaan pédtelld, etta

Ai
P(Tmin > t, Imin = Z) = ]P)(Tmin > t)x
Sijoittamalla yllaolevaan kaavaan t = 0 huomataan, ettd P(l,, = i) = %

Tamén jilkeen voidaan ylldolevaa kaava kirjoittaa uudelleen muodossa
]P)(Tmin > t, Lpin = Z) = P(Tmin > t) ]P)(Imin = Z),
josta voidaan padtelld satunnaismuuttujien Ty, ja I, riippumattomuus. [

Esimerkki 10.7 (Kahden koneen ylldpito). Tehtaassa on kaksi konetta, joista
kumpikin toimii odotusarvoisesti 1/A = 40 viikkoa. Kummankin koneen korjaa-
minen vie odotusarvoisesti 1/ = 2 viikkoa. Toiminta- ja korjausajat oletetaan
eksponenttijakautuneiksi ja toisistaan riippumattomiksi. Merkitadn

X; = rikkinéisten koneiden lkm hetkell4 ¢.

Tutkitaan, onko (X;) Markov-ketju. Tdmé voidaan tehd4 niin, etta kdydéédn yksi
kerrallaan ldpi mahdolliset alkutilat ja katsotaan, miten ensimméinen hyppy
tapahtuu.

Tila 0 vastaa tilannetta, jossa molemmat koneet ovat toiminnassa. Olkoon
koneen i toiminta-aika L; =g Exp()\;), ¢ = 1,2. Talloin tilasta 0 kdynnistyvin
ketjun ensimmaéinen hyppyhetki on 7' = L; A L. Lauseen 10.6 avulla ndhd&én,
ettd T =4 Exp(2)\). Hyppyhetkelld toinen koneista rikkoutuu ja ketju siirtyy ti-
laan 1. Térked havainto on nyt huomata, ettd hyppyhetken tapahduttua ehjéna
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olevan koneen jiljelld oleva toiminta-aika on eksponenttijakauman muistitto-
muuden nojalla noudattaa samaa Exp(\)-jakaumaa, mitd alkutilassakin. Néin
ollen ensimméisen hyppyhetken jilkeen prosessi (X;) kiyttaytyy aivan kuten se
olisi juuri kdynnistetty tilasta 1.

Tila 1 vastaa tilannetta, jossa toinen kone toimii ja toinen on rikki. Numeroi-
daan koneet tarvittaessa uudelleen niin, ettd ehjan koneen numero on 1. Talloin
ehjéan koneen jéljelld oleva toiminta-aika L; noudattaa Exp(A)-jakaumaa, ja rik-
kinéisen koneen korjausaika M, on Exp(u)-jakautunut. Se, mité systeemissi seu-
raavaksi tapahtuu, riippuu siitd, onko Ly < Mjy vai Ly > M, (yhtdsuuruuden
todennékoisyys on nolla).

e Jos L; < M, niin kone 1 rikkoutuu ennen kuin kone 2 ehditéén korjata,
jolloin systeemi siirtyy tilaan 2. Jos néin kéy, niin talléin rikkoutumishet-
ken jdlkeen on koneen 2 jiljelld oleva korjausaika yha Exp(u)-jakautunut,
jakauman muistittomuuden perusteella. Néin ollen rikkoutumisen jélkeen
systeemi kayttaytyy aivan kuten tilasta 2 juuri kdynnistetty prosessi.

e Jos L; > Mo, niin kone 2 ehditdén korjata ennen koneen 1 rikkoutumista.
Talloin systeemi siirtyy tilaan 0 ja kdyttdytyy aivan kuten prosessi olisi
juuri kiyynnistetty tilasta 0.

Se, kumpi ylldolevista vaihtoehdoista realisoituu, vastaa kahden kilpailijan muis-
titonta juoksukilpailua. Lauseen 10.6 mukaan juoksukilpailun voittoaika eli ti-
lasta 1 kdynnistyvén prosessin ensimméinen hyppyhetki noudattaa Exp(\+ u)-
jakaumaa ja tdmén satunnaisajan pituudesta riippumatta prosessi hyppééa hyp-
pyhetkell tilaan 0 todennékoisyydella pu/(A+ p) ja tilaan 2 todennikoisyydelld
M A+ p).

Tila 2 puolestaan vastaa tilannetta, jossa molemmat koneet ovat rikki. Ko-
neiden korjausajat ovat riippumattomat ja Exp(u)-jakautuneet, joten tilasta 2
kdynnistyvan prosessin ensimméinen hyppyhetki noudattaa Exp(2u)-jakaumaa
ja talla hetkella prosessi hyppéé tilaan 1. Kuten edelld, tassidkin tapauksessa
prosessin kayttdytyminen hyppyhetken jalkeen vastaa tilastollisesti samaa kuin
mita tilasta 1 juuri kdynnistyvén prosessin.

Kokoamalla ylldolevat tarkastelut yhteen voidaan, todeta, ettd (X;) on tila-
joukon S = {0, 1,2} jatkuva-aikainen Markov-ketju, jonka hyppyvauhdit ovat
A0) =2, A(1) = A+ p, A(2) = 2u ja hyppytodennakoisyydet ovat

P.(0,0) P.(0,1) P.(0,2) 0 1 O
P = |P(1,0) P(1,1) P(L2)| = |35 0 33
P.(2,0) P.(2,1) P.(2,2) 0 1 0
Ketjun siirtymikaavio on piirretty kuvaan 10.3. |
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Kuva 10.3: Kahden koneen toimintaa kuvaavan ketjun siirtymikaavio.
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Luku 11

Jatkuva-aikaisten
Markov-ketjujen analyysi

11.1 Siirtymamatriisien laskeminen ylikellotta-
misella

Jatkuvan aikavélin Markov-ketju maériteltiin kappaleessa 10.3 hyppyvauhtien
A(z) ja hyppytodennékdisyyksien P, (z,y) avulla. Tam& maérittely on niyttaa
kuitenkin téysin erilaiselta méadritelméén (10.1) verrattuna, jossa puhuttiin A:n
aikayksikon siirytymétodennakoisyyksista Py, (x, y). Téssd kappaleessa tutkitaan,
miten Markov-ketjun hetkittéiset tilajakaumat voidaan méérittada hyppyvauh-
deista ja hyppytodennékoisyyksista. Tarkastellaan ensiksi tapausta, jossa hyp-
pyvauhti on vakio, jolloin tdhén kysymykseen on helpompi vastata.

11.2 Vakio hyppyvauhti

Tarkastellaan jatkuva-aikaista Markov-ketjua (X}), joka viettaa jokaisessa tilas-
sa satunnaisen Exp(a)-jakautuneen ajan, ja sen jilkeen menneisyydesta riip-
pumatta hyppéé tilasta x tilaan y todenndkoéisyydella P, (z,y). Tamén ketjun
hyppyvauhti o > 0 séilyy siis koko ajan vakiona.

Merkitdan ketjun hyppyhetkia {77,T5,...} ja ketjun vierailemien tilojen
jonoa (Yp, Y7, ...). Talloin

Y,=Xr, n=012...,

kun lisiksi merkitddn 7, = 0. Kun hyppyhetkien laskuriprosessia merkitddn
N(t) =3, 1(T, < t), voidaan ylldoleva kaava ilmaista kédéntden muodossa

Xt = Yn@). (11.1)

Jatkuva-aikaisen Markov-ominaisuuden perusteella (Y, Y7, ...) on diskreet-
tiaikainen Markov-ketju, jonka siirtymématriisi on P,. Lisédksi koska hyppyhet-
kien viliajat ovat toisistaan riippumattomia ja Exp(a)-jakautuneita, on (N (t))
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Poisson-prosessi intensiteetilld a. Koska ketjun hyppyvauhdit oletettiin vakioik-
si, eivit tilat (Y;,) kerro mitdén hyppyhetkistd 71, Ts, . ... Tdmén takia satun-
naisprosessit (Y,,) ja (N (t)) ovat toisistaan riippumattomat. Hyodyntamalla tata
riippumattomuutta yhdessé esityksen (11.1) kanssa havaitaan, ettd

Pir,y) = P(Xi=y|Xo=a) = 3 PIN(t) = n)B(Ys = y| Yo = ).

n=0

Koska satunnaisluku N (¢) noudattaa Poisson-jakaumaa odotusarvonaan o, voi-
daan ylldoleva kaava ilmaista muodossa

Ry = Y e priey) (12

n=0

Néin on siis saatu laskettua sarjaesitys ¢:n aikayksikon siirtymématriisin P, al-
kioille. Ylldoleva positiiviterminen sarja suppenee nopeasti, koska nimittajiassa
oleva n!-termi takaa, ettd summan termit suppenevat nollaan, kun n kasvaa.

11.3 Yleinen rajoitetun hyppyvauhdin ketju

Yleisen jatkuva-aikaisen Markov-ketjun, jonka hyppyvauhdit eivit ole vakioita,
analysoiminen on vaikeampaa, silla hyppyhetkien laskuriprosessi ei ole Poisson-
prosessi. Liséksi hyppyhetket ja ketjun vierailemat tilat voivat tilastollisesti riip-
pua toisistaan. Kun ketjun hyppyvauhteja kuvaava funktio = +— A(x) on rajoi-
tettu, voidaan jatkuva-aikaisen ketjun analyysi kuitenkin palauttaa edellisen
kappaleen tapaukseen simuloimalla ketju sopivasti.

Ylikellottamiseksi (overclocking) kutsutun tekniikan mukaan generoidaan taus-
talle ensin Poisson-prosessi (N (t)) intensiteetilld o, missd o > A(x) kaikilla x,
jonka tapahtumahetkistéd generoidaan kaikki Markov-ketjun hyppyhetket. Taus-
talla oleva Poisson-prosessi tuottaa liikaa hyppyhetkid, mutta niiden vaikutus
voidaan tasoittaa tarjoamalla Markov-ketjulle mahdollisuus pysya paikallaan
tarjotulla tapahtumahetkelld. Maaritellddn siirtyméamatriisi P kaavalla

p(it,y) = %P*(x,y) + ( — %) I(z,y), (11.3)

missd [ on ketjun tilajoukon identiteettimatriisi. Siirtymé&matriisin P mukaan
liikuttaessa suoritetaan joka askeleella kolikonheitto, jonka mukaan todennékéi-
syydella @ edetdén siirtymématriisin P, mukaisesti ja todennékoisyydelld
1—22) pysytisn paikallaan. Jos (Yp, Y1,...) on (IN(¢)):std riippumaton diskreet-

tiaikainen Markov-ketju siirtymématriisinaan P, niin voidaan todistaa, etti sa-
tunnaisprosessi X; = Y}y on jatkuva-aikainen Markov-ketju, jonka hyppyvauh-
dit ovat A\(x) ja hyppytodennékoisyydet P, (x,y). Toisaalta X; voidaan myds tul-
kita vakiohyppyvauhdin o Markov-ketjuksi, jonka hyppytodennékoisyydet ovat
P. Kun vield todetaan, etté kaavan (11.2) johtamiseksi tehty pééttely toimii
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myo6s tapauksessa, jossa hyppytodennikoisyyksille sallitaan p(m,x) > (), saa-
daan seuraava tulos.

Lause 11.1. Jatkuva-aikaisen Markov-ketjun, jonka hyppyvauhdit toteuttavat
Mz) < « katkilla x, siirtymdamatriisit saadaan laskettua kaavasta

o0

—a (at)n PN
Po= e tTP, t>0, (11.4)
n=0

missi P midritelliin kaavalla (11.3).

Lauseen seurauksena alkujakaumasta pg kdynnistyvén jatkuva-aikaisen ket-
jun tilajakauma ajanhetkelld ¢ saadaan vaakavektorin g ja kaavasta (11.4)
(vleensé tietokoneella) lasketun neliomatriisin P; tulona muodossa p; = poFP;.

11.4 Generaattorimatriisi

11.4.1 Generaattorimatriisi ja sen matriisieksponentti

Edellisessd kappaleen lauseessa 11.1 kaavan (11.4) vasen puoli ei riipu kello-
taajuuden « valinnasta, joten kenties myos kaavan oikean puolen sarjaesitys
on mahdollista kirjoittaa parametrista « riippumattomalla tavalla. Téllainen
sarjaesitys voidaan johtaa hyodyntamaélld matriisieksponenttien teoriaa. Ne-
liGmatriisin A matriisieksponentti (matriz exponential) mééritelldén kaavalla

o0
oy
€ - )

n!

n=0

mikéli neliomatriisien ) _, % jono suppenee alkioittain, kun » — oo. Kaavan
nimittijissi oleva nopeasti kasvava n!-termi takaa, ettd e on hyvin maaritelty
kaikille direllisille neliomatriiseille A. Yleisemmin voidaan todistaa, ettéd e? on
hyvin méaritelty myos monille &drettomille neliomatriiseille, erityisesti niille,
joiden rivisummat ) |A(z,y)| ovat zm suhteen rajoitettuja. Matriisiekspo-
nenteille tiedetéifin ettd e/ = e°I kaikilla ¢ € R ja lisiiksi pitee AB = BA —>
eAeB = 4B Koska I[P = PI, voidaan edellimainittujen ominaisuuksien avul-
la todeta, etté

A

= (atP
P = 6—atz<a ')

n
n=0

n ~ N . .
_ e—ateatP _ e—atjeoatP _ e—atleatP _ eat(P—I).

Lisiiksi P:n miritelmésti (11.3) nihdédin, etti matriisin a(P—1I) alkiot voidaan
kirjoittaa muodossa

Qx,y) = Mx)Pi(z,y) — Mx)I(z,y), (11.5)
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joka ei riipu kellotaajuudesta «. Neliomatriisia () kutsutaan jatkuva-aikaisen
ketjun generaattorimatriisiksi (generator matriz), jonka diagonaalilta poikkeavat
alkiot kuvaavat tilojen vilisid hyppyvauhteja. Generaattorimatriisin negatiiviset
diagonaalialkiot on méaéritelty niin, ettd ):n rivisummat ovat nollia.
Generaattorimatriisin avulla voidaan nyt kirjoittaa vaihtoehtoinen esitys
kaavalle (11.4) muodossa
P, = €9 (11.6)

ja jatkuva-aikaisten Markov-ketjujen hetkittaisten tilajakaumien teoria voidaan
kiteyttad seuraavasti.

Lause 11.2. Alkujakaumasta ug kiynnistyvin jatkuva-aikaisen Markov-ketjun,
jolla on rajoitetut hyppyvauhdit, tilajakauma ajanhetkelld t saadaan vaakavek-
torin po ja neliomatriisin P; tulona

e = ok,

missi Py voidaan laskea joko ylikellotetun Markov-ketjun sirtymdamatriisista
P kaavasta (11.4) tai generaattorimatriisin Q@ avulla kaavasta (11.6).

Vaikka generaattorimatriisin tunteminen on riittavé tieto hetkittiisten ti-
lajakaumien laskemiselle alkujakaumasta, on ylikellottamiseen perustuva kaava
(11.4) arvokas lisétieto, silld sen avulla voidaan monet jatkuva-aikaisiin ketjui-
hin liittyvét kysymykset palauttaa diskreettiaikaisten ketjujen analyysiin.
Esimerkki 11.3 (Kahden koneen yllépito). Oletetaan, ettd esimerkin 10.7 mal-
lissa molemmat koneet ovat toiminnassa alkuhetkelld. Milld todennakoisyydella
molemmat koneet toimivat 3 viikon kuluttua?

Ketjun generaattorimatriisi voidaan kirjoittaa muodossa

2\ 2\ 0 —0.050 0.050 0
Q= |pu —(+p X | =]050 -0525 0.025
0 2 —2u 0  1.000 —1.000

Kun aikayksikkoné on yksi viikko, saadaan ketjun kolmen viikon siirtyméamatriisi
laskettua kaavan (11.6) avulla muodossa

0.9259028 0.07267122 0.001425934
Py = €0 = [0.7267122 0.26404492 0.009242859
0.5703737 0.36971437 0.059911911

Koska tilajoukko on indeksoitu alkioilla S = {0, 1,2}, saadaan alkutilaa 0 (eli
molemmat koneet toiminnassa) vastaavat kolmen viikon siirtymétodennékoisyydet
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luettua matriisin P5 ensimmaéiseltd riviltd. Vaihtoehtoisesti ajanhetken ¢ = 3 ti-
lajakauma voidaan myos laskea tila 0 Dirac-jakaumasta dp = [1,0, 0] muodossa

0.9259028 0.07267122 0.001425934
ool = [1 0 0} 0.7267122 0.26404492 0.009242859
0.5703737 0.36971437 0.059911911

= [0.9259028 0.07267122 0.001425934] .

Néin ollen molemmat koneet toimivat 3 viikon kuluttua todennékoisyydelld
P5(0,0) = 0.926. Matriisieksponentin €3? voi laskea esim. R:114 komennoilla

la <- 1/40

mu <- 1/2

Q <- matrix(0,3,3)

Ql1,] <- c(-2%1la,2%*la,0)
Qr2,] <- c(mu,-(la+mu),la)
Q[3,] <- c(0,2*mu,-2%mu)
library (expm)

P3 <- expm(3*Q)

11.4.2 Kolmogorovin differentiaaliyhtélot

Esitetdan vield tapa ratkaista jatkuva-aikaisen Markov-ketjun siirtymétoden-
nékoisyydet ja hetkittdiset jakaumat differentiaaliyhtéloiden avulla.

Lause 11.4. Rajoitetun hyppyvauhdin jatkuva-aikaisen Markov-ketjun siirtymd-
matriisit toteuttavat alkioittain differentiaaliyhtdlot

d , d
gh=ne o S h=0Qn

Ylldolevan kaavan vasen puoli on nimeltaéan Kolmogorovin etuperoinen yhtdléd
ja oikea puoli Kolmogorovin takaperoinen yhtdlo. Fysiikassa ja muissa luonnon-
tieteissd ndmé yhtéalot tunnetaan myos nimilld Fokkerin—Planckin yhtalo tai
"master equation”. Naistd yhtaloistd voidaan differentiaaliyhtédléiden numee-
risia menetelmia kidyttamalla ratkaista siirtyméamatriisit P, hyodyntamaélla al-
kuehtoa Py, = 1.

Todistus. Siirtymématriisin sarjaesitystd (11.6) termeittdin derivoimalla havai-
taan, etta

d d = dt" =t ! =t

—P — _etQ — 2 On — no_ v n—&—l.

dt’’ dt dt n! Z n! @ Z n!Q
n=0 n=1 n=0

Kolmogorovin takaperoinen yhtélo saadaan tasta kirjoittamalla ylldolevan kaa-
van oikea puoli muodossa

ZQGS—'V - oW gee — gp,
n=0 ’




Kolmogorovin etuperoinen yhtilo todistetaan samaan tapaan.

Voidaan todistaa, ettd ylla suoritettu termeittdin derivointi ja matriisin @
tuominen ddrettoméan summan ulkopuolelle ovat sallittuja operaatioita, kun ri-
visummat ) |Q(z,y)| ovat z:n suhteen rajoitettuja. Téméa ehto on voimassa,

silla
DRy = | = AMa)|+ D \@)Pu(z,y)] = 2A(x)
Yy yy#T
ja hyppyvauhdit palauttava funktio x — A(z) oletetettiin rajoitetuksi. OJ

11.5 Tasapainojakauma

Todennékoisyysjakauma 7 on jatkuva-aikaisen Markov-ketjun tasapainojakau-
ma (invariant distribution), jos P, = m kaikilla ¢ > 0. Télloin siis alkujakaumas-
ta 7 kiynnistyvin ketjun tilajakauma ei muutu ajan funktiona, eli ketju pysyy
tilastollisessa tasapainossa.

Lause 11.5. Rajoitetun hyppyvauhdin jatkuva-aikaiselle Markov-ketjulle ja mie-
livaltaiselle todenndkdisyysjakaumalle m seuraavat ovat yhtdpitdvid:

(i) m on ketjun tasapainojakauma.
(i) 7@ =0, missi Q on ketjun generaattorimatriisi.
(iii) wP =, missi P on ylikellotetun ketjun siirtymdmatriisi.

Koska ():n rivisummat ovat nollia, voidaan tasapainoyhtélo 7@) = 0 kirjoit-
taa alkioittain muodossa

T(WA) = D Mx)P.(z,y),

T:xFY

jonka vasen puoli vastaa tasapainotilassa ketjun keskivirtausta ulos tilasta y ja
oikea puoli keskivirtausta muista tiloista tilaan y.

Todistus. (i) = (ii). Jos 7 on ketjun tasapainojakauma, niin derivoimalla
lauseketta mP(y) = >, m(x)Pi(x,y) termeittdin ndhdaan Kolmogorovin taka-
peroista differentiaaliyhtéalod hyodyntamalld (lause 11.4), etté

Swp) = w9 = 7(QP) = QP (11.7)
Kun 7 on tasapainojakauma, tésta seuraa ettd 0 = (7Q)P;. Sijoittamalla tdhin
t = 0 ndhdééan, ettd 0 = 1Q Py = 7QI = 7@Q).

(i) = (i). Jos 7Q = 0, ndhd&én kaavasta (11.7), ettd t&llsin 4 (7 P;) =
joten t — 7wP; on ajan suhteen vakio. Néin ollen 7P, = nF, = 7 kaikilla t >
eli m on ketjun tasapainojakauma.

0,
0,

119



(i) = (iii). Ylikellotetun Markov-ketjun siirtymématriisi P mééritelliin
kaavalla (11.3), missé o > 0 toteuttaa o > A(x) kaikilla z. Mééritelmésté
niahddéin suoraan, etté

a(P—1)=Q.
Kun 7@ = 0, tdstd seuraa, ettd W(P —1I)=0c¢eli 7P = 7. Ylliolevaa kaavaa
kéyttamalla voidaan my6s vahvistaa kddnteinen seuraamus (iii) = (ii). O

Esimerkki 11.6 (Kahden koneen ylldpito). Esimerkin 11.3 ketjulle generaat-
torimatriisia vastaavat tasapainoyhtilot m¢) = 0 voidaan kirjoittaa muodossa

—m(0)2A +7(L)p+7(2) -0 =0,
m(0)2X — (1) A+ p) +7(2)20 =0
7(0) -0+ 7(H)A —7(2)2u =0

Yhdessd normalisointiyhtélon 7(0) 4+ w(1) + 7(2) = 1 néistd voidaan ratkaista
tasapainojakaumaksi

T = [pz 2p(1—-p) (1 —p)Q]

missé p = Fuu Kun sijoitetaan p = 0.952381, saadaan ratkaisuksi

= [0.907029478 0.090702948 0.002267574] -
|

11.6 Hetkittiaisten tilajakaumien suppeneminen

Jatkuva-aikaisen Markov-ketjun yhtendisyys méaéritelliin samaan tapaan kuin
diskreettiaikaisenkin ketjun. Jatkuva-aikaisen Markov-ketjun siirtymdkaavio on
suunnattu verkko, jonka solmuina ovat ketjun tilat ja linkkeind x — y jérjestetyt
solmuparit, joille Q(z,y) = A(z)Pi(x,y) > 0. Jatkuva-aikainen Markov-ketju
ja sitd vastaava generaattorimatriisi on yhtendinen, jos ketjun siirtymaikaavio
on vahvasti yhtendinen suunnattu verkko, eli jokaisen solmuparin véalilld on
olemassa polku x ~~ y ja polku y ~~ x.

Pienen tilajoukon kyseessé ollessa ketjun yhtendisyys on helpointa tarkis-
taa piirtdmalla siirtymékaavio. Suuremmalle tilajoukolle voidaan yhtendisyys
tarkastaa seuraavan aputuloksen avulla. Tuloksen todistaminen jatetddn har-
joitustehtavéksi.

Lause 11.7. Rajoitetun hyppyvauhdin jatkuva-atkainen Markov-ketju on yh-
tendinen, jos ja vain jos sitd vastaavan ylikellotetun ketjun siirtymdamatriisi P
on yhtendinen.

Seuraava tulos vahvistaa yhtenéisten Markov-ketjujen suppenemisen éérellisessi
tilajoukossa. Huomaa, ettéd jatkuva-aikaiselle ketjulle ei tarvitse erikseen olet-
taa jaksottomuutta. Eksponenttijakautuneet tilojen oleskeluajat nimittdin jat-
kuvassa ajassa automaattisesti havittavat kaikki jaksollisuusefektit.
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Lause 11.8. Adrellisen tilajoukon yhtendiselld jatkuva-aikaisella Markov-ketjulla
on olemassa yksikdsitteinen tasapainojakauma ja alkujakaumaan katsomatta
Markov-ketjun hetkittdiset tilajakaumat suppenevat kohti tasapainojakaumaa eli
kaikilla x € S pdtee

pi(x) — w(z), kunt — oo.

11.7 Tilojen esiintyvyydet

Tilan y esiintyvyys (occupancy) jatkuvalla aikavililld [0, ¢] saadaan kaavasta

Satunnaisluku N, (t) kertoo, kuinka monta aikayksikkod prosessi viettda tilassa
y aikavililld [0, ¢]. Tilasta = kdynnistyville ketjulle tilan y odotettu esiintyvyys
saadaan kaavasta

Mt(x7y> = E:BNy(t) = /OExl(Xs:y)ds = /Ops(x7y)d8'

Kuten diskreetissdkin ajassa, jatkuva-aikaisen ketjun esiintyvyysmatriisi méiritellaan
M, :mA.

11.8 Jatkuvan aikavalin kustannusmallit

Systeemin tilaa mallinnetaan jatkuva-aikaisella Markov-ketjulla (X;). Olete-
taan, ettd mallissa aiheutuu kustannuksia satunnaisella tai deterministiselld
vauhdilla C(z) aina systeemin ollessa tilassa = ja oletetaan, ettd kustannuk-
sen odotettu suuruus c(z) riippuu systeemin menneisyydestd ainoastaan ny-

kytilan kautta. Tarkemmin sanottuna mielivaltaiselle muotoa H,~ = {X;, =
T, ..., Xy, = Tph, tg < --+ < t, <t, olevalle tapahtumalle patee
E(C(Xy) | X =x,H-) = c(x) (11.8)

aina kun P(X; = z, H;~) > 0. Vaikka jélleen puhutaan kustannuksista, voi
C(z) aivan yhta hyvin viitata voittoon tai mihin tahansa reaaliarvoiseen suu-
reeseen, josta ollaan kiinnostuneita.

Aikavilin [0, ¢] kustannuskertymé saadaan kaavasta

t
/ C(Xs)ds
0
ja tilasta x kdynnistyvan Markov-ketjun odotettu kustannuskertymd kaavasta

X():ZI/’).

gi(z) = E(/OtC(XS)ds
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Seuraava tulos kertoo, miten odotettu kustannuskertymé saadaan laskettua
esiintyvyysmatriisista M;. Allaoleva kaava (11.9) voidaan myds kirjoittaa mat-
riisimuodossa

gt = Mc,

kun funktio ¢ : S — R tulkitaan tilajoukon S indeksoimana pystyvektorina.

Lause 11.9. Odotettu kustannuskertymd voidaan laskea esiintyvyysmatriisin

avulla muodossa
g(x) = > Mi(x,y)c(y). (11.9)
y

Todistus. Yhtalon (11.8) avulla voidaan tarkistaa, ettd kaikilla ajanhetkilla s
patee

E(C(Xs)|X0:$) = E(C(Xs)lXUZx) = Z Ps(x,y)c(y).

yeSs

Odotusarvon lineaarisuutta, ylldolevaa yhtéloa ja esiintyvyysmatriisin méaritelmaa kayttamalla
havaitaan, etté

gi(z) = /Ot]E(C(XS)ds‘onx)
= [ S Py ety ds

0 yes

=) (/Ot Py(x,y) dS) c(y)

yeSs

= > My(z,y)c(y).

yeSs

11.9 Ergodisuus

Lause 11.10. Adrellisen tilajoukon S yhtendiselle jatkuva-aikaiselle Markov-
ketjulle ja mielivaltaiselle funktiolle f : S — R pdtee

FRCSLEDIRCHE

todenndkadisyydelld yksi ketjun alkutilaan katsomatta.

Todistus. Tulos voidaan todistaa ylikellotettua Markov-ketjua kdyttamalla. Talloin
analyysi voidaan palauttaa diskreettiaikaiseen tulokseen. O]

122



Ergodisuuslauseen 11.10 seurauksena havaitaan, ettéd ketjun tilojen suhteel-
liset esiintyvyydet toteuttavat

Nily)

e m(y)

todennékoisyydelld yksi ja esiintyvyysmatriisi toteuttaa
™ My(,y) — m(y)

alkutilaan katsomatta.
Lisdksi pitkén aikavélin odotettu kustannusvauhti toteuttaa
t

g@) = lim+ [ EC(X)ds = 3 7(y)ely),

t—oo t
0 Yy

eikd kyseinen raja-arvo riipu alkutilasta x.
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Luku 12

Yleisia stokastisia malleja

Téssé luvussa tehdédédn katsaus diskreetin tilajoukon Markov-ketjuja ja diskree-
tin aikavélin martingaaleja yleisempiin stokastisiin malleihin.

12.1 Jatkuvan aikavilin martingaalit

Jatkuvan aikavéilin martingaali méadritellisin samaan tapaan kuin diskreetin ai-
kavilin martingaali luvussa 6. Satunnaisprosessi (M;);cr, on satunnaisprosessin
(Xt)ier, suhteen martingaali, jos kaikilla t, h > 0 pétee

(i) E|My] < oo,
(i) My € o(X,:s <), ja
(i) E(Myn| Xs: s <t)=M,.
Ehdot (i) ja (ii) toteuttava satunnaisjono (M;) on alimartingaali, jos
(iil)" E(Myp | Xs: s <t) > M,.
ja ylimartingaali, jos
(ill)” E(Myn| Xs: s <t) < M,.

Ominaisuus (i) on tekninen ehto, joka takaa ettd odotusarvot ja ehdolliset
odotusarvot on hyvin mééritelty. Ominaisuus (ii) puolestaan tarkoittaa, ettd
martingaalin tila ajanhetkelld ¢t voidaan médrittda deterministisenéd funktiona
informaation (X : s < t) pohjalta. Varsinainen martingaaliominaisuus (iii) tar-
koittaa, ettd ajanhetkelld ¢ informaation (X : s < t), ja néin ollen my6s arvon
M;, tuntevan havainnoijan odottama arvo martingaalin tulevan ajanhetken ar-
volle on sama kuin martingaalin nykyarvo. Eron diskreettiin aikaan on nyt, etta
yvhden aika-askeleen sijaan jatkuvassa ajassa tulee vaatia ehto toteen mielival-
taisen pienille (ja suurilla) ajanmuutoksen arvoilla b > 0.

Diskreettiaikaiselle martingaalille voidaan todistaa, ettd ehto (iii) on voi-
massa kaikilla h € Z,, vaikka diskreettiaikaisen martingaalin maaritelméssa
kyseinen ehto vaaditaankin vain tapauksessa h = 1.

124



Esimerkki 12.1 (Kompensoitu Poisson-prosessi). Onko vauhdin a > 0 Poisson-
prosessi (NV;);er, martingaali oman informaationsa suhteen? Satunnaisluku NV,
noudattaa Poisson-jakaumaa Poi(at), joten E|N;| = EN; = at ja ehto (i) on
voimassa. Koska selvistikin V; € o(Ng : s < t), on my6s ehto (ii) voimassa.
Kirjoittamalla N,y = Ny + (N — IVy) ja kdyttamalla ehdollisen odotusarvon
lineaarisuutta seké tunnetun arvon ulosvetoa havaitaan, etté

E(Nt+h‘Ns:S§t) = E(NthS:8§t)+E(Nt+h—Nt‘Ns:S§t)
= Nt+E(Nt+h—Nt|N5:S§t)

Koska Poisson-prosessilla on riippumattomat muutokset, voidaan riippumatto-
man informaation huomiotta jattamisellda ja Poisson-prosessin muutosten aika-
homogeenisuudella perustella, etté

E(Nt+h—Nt‘NS:S§t) = E(Nt+h_Nt> = E(Nh) = oah.

Naiin ollen
E(Nign|Ns:s <t) = Ny +ah,

josta paatellaan, ettd (N;) ei ole martingaali, silld ehto (iii) ei ole voimassa.
Toisaalta ylldoleva kaava osoittaa, ettd ehto (12.1) pitaéd paikkansa. Néin ollen
Poisson-prosessi on oman informaationsa suhteen alimartingaali. Sama padttely
osoittaa, ettd nk. kompensoitu Poisson-prosessi N(t) = N(t) — at on oman
informaationsa suhteen martingaali. |

Esimerkki 12.2 (Brownin liike). Olkoon (X;)er, tilasta X, = 0 kéiynnistyva
jatkuva-aikainen satunnaiskulku, joka viettdd tilassa x deterministisen ajan 7
ja sen jilkeen hyppé#d tilasta x tilaan z + 0 todenndkoisyydelld 1/2 ja tilaan
x — 0 todennikaisyydellda 1/2, menneisyydesté riippumatta. Monissa luonnonil-
miocissé, esim. mallinnettaessa elektronien tai muiden alkeishiukkasten liiketta,
yhden aikayksikon kuluessa tapahtuu valtavan suuri mééaré pienia hyppyjé, jol-
loin mallin parametrit 7 ja 0 ovat lahella nollaa. Herda kysymys, ldhestyyko
satunnaiskulku (X;) tilastollisilta ominaisuuksiltaan jotain rajaprosessia, kun
T—0jad—07?

Amerikkalaisen matemaatikon Monroe Donskerin (1924-1991) mukaan ni-
metyn Donskerin lauseen perusteella kyseinen rajaprosessi on olemassa, kun 7 ja
d ldhestyvét samanaikaisesti nollaa sellaisessa suhteessa, ettd §//7 — o jollain
vakiolla o > 0. Kyseinen rajaprosessi on Brownin litke varianssiparametrilla o2,
joka yleensd madritellddn tilajoukon R jatkuva-aikaisena satunnaisprosessina
(Bt)ter, , jolla on

(i) alkutila nolla: By = 0,
(ii) jatkuvat polut eli kuvaus ¢t — B; on jatkuva,
)

iii) riippumattomat muutokset:
(
(s1,t1], ..., (sn,ty] erilliset = By, — By,, ..., By, — B, riippumattomat,
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(iv) aikahomogeeniset muutokset: By — By =g Byin — Bsin,

(v) normaalijakautuneet tilat: B; =4 Nor(0, o?t).

Yllamainitut ominaisuudet toteuttavan satunnaisprosessin olemassaolo seuraa
osana Donskerin lauseen todistusta. Brownin liike on nimetty skotlantilaisen
kasvitieteilijin Robert Brownin (1773-1858) mukaan, joka tutkiessaan mikros-
koopilla siitepolyhiukkasten epasdannéllista liikettd veden pinnalla teki yhden
ensimmaisistd epésuorista havainnoista molekyylien olemassaolosta.

Samaan tapaan kuin esimerkissd 12.1 kompensoidulle Poisson-prosessille,
voidaan riippumattomien muutosten avulla perustella, ettd Brownin liike on
martingaali oman informaationsa suhteen. Toisaalta voidaan my0s todistaa,
ettd Brownin litke on Markov-prosessi. Koska prosessin tilajoukko on ylinume-
roituva, ei sen siirtymié voi kuitenkaan kuvata milldéan, edes darettomallé, siir-
tymématriisilla. Ylinumeroituvassa tapauksessa Markov-prosessin siirtymdydin
P,(x, A) kertoo, milld todenndkoisyydelld ketju t:n aikayksikon kuluessa siir-
tyy tilasta x € R tilajoukkoon A C R. Brownin liikkeen siirtyméydin voidaan
kirjoittaa normaalijakauman Nor(x, 0?t) tiheysfunktion avulla muodossa

1 (y=2)°
= _— 202¢
(x,A) /A P e dy.

Tilajoukon ylinumeroituvuuden takia ei Brownin liikettd myoskéaén voi ku-
vata hyppyvauhtien, hyppytodennékoisyyksien tai generaattorimatriisin avul-
la. Jatkuva-aikaisen ja jatkuvatilaisen Markov-prosessin generaattori voidaan
mééritelld sopivan funktioavaruuden operaattorina. Varianssin o? Brownin lii-
kettd vastaava generaattori on toisen kertaluvun differentiaalioperaattori f —
§ f". Brownin liikkkeen moniulotteista yleistysti vastaava generaattori on Laplace-
operaattori, joka kytkee Brownin liikkeen hetkittéisten tilajakaumien analyysin
sihkomagnetiikan ja termodynamiikan aaltoyhtdloihin ja auttaa tulkitseman
lammon ja séhkon virtaamista nopeasti ja satunnaisesti hyppelevien alkeishiuk-
kasten kulkuina. [ |

By

12.2 Semi-Markov-prosessit

Jos numeroituvan tilajoukon satunnaisprosessi on Markov-prosessi, viipyy se
jokaisessa kidyméssaédn tilassa eksponenttijakaumaa noudattavan satunnaisa-
jan. Eksponenttijakauma on hyva malli positiiviselle jatkuvalle satunnaisluvul-
le, josta tiedetédédn ainoastaan odotusarvo. Monissa kayténnon sovelluksissa vii-
pyméajoista tiedetédédn tarkempia ominaisuuksia ja usein on tarve mallintaa vii-
pymisaikoja sovelluskontekstia tarkemmin mallintavalla jakaumalla. Tdhén tar-
peeseen kehitetyt semi-Markov-prosessit muodostavat jatkuva-aikaisia Markov-
ketjuja yleisemmaén stokastisten mallien luokan.

Numeroituvan tilajoukon semi-Markov-prosessi (semi-Markov process) (Xj)
on jatkuva-aikainen satunnaisprosessi, joka viettdd tilassa x satunnaisen v,-
jakautuneen ajan ja hyppéa tilasta x tilaan y todennékoisyydelld P, (z,y) men-
neisyydesté riippumatta. Téasséd yhteydessa v, on jokin todennékoisyysjakauma
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positiivisilla reaaliluvuilla. Jos v, = Exp(A(z)) kaikilla z, niin prosessi on ta-
vanomainen jatkuva-aikainen Markov-ketju.

Esimerkki 12.3 (Parkkiruutu). Kaduvarren ainoaan parkkiruutuun saapuu
tyypin ¢ = 1,2 autoja. Tyypin ¢ autoja saapuu odotusarvoisesti ¢; minuutin
vilein ja ndma viipyvéat ruudussa odotusarvoisesti m; minuuttia, missa ¢, = 3,
ly = 10, my = 5, me = 20. Saapumisten viliajat ja autojen pysdkointiajat
oletetaan toisistaan riippumattomiksi. Parkkiruudun tilaa ajanhetkelld ¢ mal-
linnetaan jatkuva-aikaisella satunnaisprosessilla (X;) tilajoukossa S = {0, 1, 2},
missd () tarkoittaa tyhjdd parkkiruutua ja tila ¢ = 1,2 kertoo parkkiruutuun
pysékoidyn auton tyypin. Jos saapumisten viliajat ja pysdkointiajat ovat eks-
ponenttijakautuneet, niin (X;) on tilajoukon S jatkuva-aikainen Markov-ketju,
jonka hyppyvauhdit saadaan vektorista

[A@), A1), M2)] = [A1+ Az, pur, pio]
ja hyppytodennékoisyydet matriisista

0 A1 A2
At+A2 A2
P=1{1 o0 0 |, (12.1)
1 0 0

missa \; = 1/4; ja u; = 1/m,.

Tarkasteltaessa rajattua, esimerkiksi tunnin pituista aikavilid, voi olla pe-
rusteltua olettaa, ettd eri autojen saapumisajat muodostavat riippumattomasti
ja tasaisesti sironneen satunnaisen pistekuvion, jolloin saapumisten véliajat to-
della noudattavat eksponenttijakaumaa. Toisaalta usein voidaan olettaa, etta
kaikki ruutuun pyséakoivit autot pysyvéit ruudussa varmuudella yli minuutin.
T#lloin tyypin ¢ autojen pysiakointiajan kertyméfunktio toteuttaa F;(1) = 0, jol-
loin pysékointiaika ei voi noudattaa eksponenttijakaumaa. Talléin (X;) on semi-
Markov-prosessi, jonka hyppytodennakéisyydet saadaan matriisista (12.1) ja vii-
pymaaikojen jakaumat v, voidaan méarata niitd vastaavista kertyméafunktioista
F,,zes.

Todetaan vield, ettd parkkiruudun tila on semi-Markov-prosessi vain, jos au-
tojen saapumisten viliajat ovat eksponenttijakautuneita. Hyppytodennédkoisyymatriisin
(12.1) ensimmaéisen rivin johtaminen perustuu muistittomaan kilpajuoksuun,
joka vaatii eksponenttijakautuneita saapumisten viliaikoja tilassa (). Tiloissa 1
ja 2 ei pysdkointiaikojen muistittomuutta tarvitse olettaa, silld niistéd tiloista
prosessi hyppé#é aina varmuudella tilaan (), eiki kahden satunnaisajan kilpailu-
tilannetta pédse syntyméan. [ |

Semi-Markov-prosessin hetkittéisid tilajakaumia on yleensé erittdin vaikea
laskea analyyttisesti, silld niiden dynamiikka perustuu monimutkaisiin integraa-
liyhtdl6ihin. Sen sijaan semi-Markov-prosessin pitkdn aikavilin kdyttdytymisen
analysointi on ldhes yhté helppoa kuin tavallistenkin jatkuvan aikavalin Markov-
ketjujen. Tama johtuu siitd, ettd ergodisuuslauseiden perusteella prosessin vii-
pymaaikojen satunnaisvaihtelu voidaan pitkélla aikavélilla keskiarvoistaa ja néin
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ollen viipyaikojen jakauman erityispiirteet eivit ndy prosessin pitkén aikavélin
keskiarvoissa. Seuraava lause kiteyttdd tdmén tédsméllisesti.

Lause 12.4 ([Kulll, Thm 5.6]). Jos P, on yhtendinen ja tilajoukko ddrellinen,

niin tilan y esiintyvyys Ny(y) = fg 1(Xs = y) ds toteuttaa

Ni(y) T (y)w(y)
b, (@)

tn:lla 1 alkutilaan katsomatta, missd m, on hyppyketjun surtymdamatriisin P,
tasapainojakauma ja w(z) = fR+ tv,(dt) on odotettu viipymdiaika tilassa x.

Esimerkki 12.5 (Parkkiruutu). Esimerkin 12.3 mallissa siirtymamatriisin P, mu-
kaan etenevin diskreettiaikaisen Markov-ketjun tasapainojakauma voidaan rat-
kaista muodossa

1N 1 A
27 20+ N 20 4 N

} = [0.500, 0.385, 0.115].

Tilojen viipyméaikojen odotusarvot w = [w(), w(1),w(2)] puolestaan ovat

{ 1 1 1]
w = y Ty T
AL+ Ao gy o

Lauseen 12.4 mukaan tilojen pitkén aikavélin suhteelliset rajaesiintyvyydet

Teo(y) = lim Nily)

t—o0 t

= [2.308,5.000, 20.000] .

saadaan todennédkoisyyksien m, odotetuilla viipyméajoilla w painotettuina kes-
kiarvoina. Merkitsem&lld ¢ = (14 A1 /p1 + Ao/ ) !, voidaan ratkaisu kirjoittaa
muodossa

A1 )\2}

1o p2

Niin ollen pitkilla aikavélilld parkkiruutu on vapaana noin 21.4% ajasta. Voi-
daan liséksi todeta, ettd vaakavektori m,, on myos tasapainojakauma jatkuva-
aikaiselle Markov-ketjulle, joka saadaan olettamalla kaikki pysdkdéintiajat eks-
ponenttijakautuneiksi. Ergodisuuslauseen 11.10 mukaan néin pitdé ollakin, silla
jatkuva-aikainen Markov-ketju on erikoistapaus semi-Markov-prosessista. W

Moo = c[l, — [0.2143,0.357, 0.429].

12.3 Muistilliset satunnaisprosessit

Seké diskreetin etté jatkuvan aikavilin Markov-ketjuja kuvastaa muistittomuus,
joka tarkoittaa, ettd prosessi muistaa menneisyytenséa vain nykytilan vélityksella.
Monissa sovelluksissa on kuitenkin tarpeen mallintaa tilannetta, jossa prosessin
tulevaisuuden tila voi riippua useammasta menneisyyden tilasta.
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Esimerkki 12.6 (Koripallo). Oletetaan, etté koripalloilija saa vapaaheitosta
korin todennékoisyydelld

e 1/2) jos kaksi edellistd heittoa menivit ohi
e 2/3, jos toinen edellisisté heitoista meni ohi
e 3/4, jos kaksi edellistd heittoa menivét koriin

Merkitddan X; = 1, jos heitto ¢ menee koriin, ja X; = 0 nolla muuten. Kun
heitot numeroidaan nollasta ldahtien, saadaan diskreettiaikainen satunnaispro-
sessi (Xg, X1,...), joka ei ole Markov-ketju, silli esimerkiksi

]:P)(Xt+1 - 1 ’Xt == 17Xt—1 - 0) 7é ]:P)(Xt+1 = 1|Xt = ]-7Xt—1 - 1)

Kahden tai useamman tilan vélityksellda menneisyydesté riippuva diskreet-
tiaikainen satunnaisprosessi voidaan palauttaa tavallisten Markov-ketjujen ana-
lyysiin laajentamalla prosessin tilan késitettd samaan tapaan kuin deterministis-
ten dynaamisten systeemien teoriassa. Kahdesta menneisyyden tilasta riippuva
dynaaminen systeemi voidaan mallintaa muodossa

L1 :f(.flft_l,xt), t = 1,2,...,

missd f : S — S on jokin deterministinen funktio tilajoukosta itseensa. Maarittelemalld
uudeksi tilamuuttujaksi y; = (21, ;) huomataan, etté

Yi+1 = g(yt)v

missé g : (1, x2) — (29, f(x1,22)) on kuvaus tulojoukosta S x S itseensi. Néin
menetellen saadaan kahdesta menneisyyden tilasta riippuva dynaaminen systee-
mi analysoitua tavallisen yhdestd menneisyyden tilasta riippuvan dynaamisen
systeemin avulla.

Y114 esitetty deterministiin dynaamisiin systeemeihin liittyva pédttely saa-
daan laajennettua satunnaisiin dynaamisiin systeemeihin eli Markov-ketjuihin
seuraavalla tavalla. Oletetaan, ettid satunnaisprosessin (Xo, X7, ... ) tila X, riip-
puu menneisté tiloistaan vain tilojen (X, 1, X;) vilitykselld, eli

]P(XtJrl = T41 ’Xt =2, Xy = Ty_1, Htf)

(12.2)
=P(Xip1 = 01 | Xy = 2, Xy = 141)

kaikilla muotoa H;— = {X;_9 = x_9,..., Xo = x0} olevilla tapahtumilla, joille
patee P(X; = x4, Xy 1 = a1, H,) > 0. Madritellaan tilajoukon S x S satun-
naisprosessi (Y7, Ys,...) kaavalla

Y;: (Xt—hXt)7 t:1727
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Talloin ominaisuuden (12.2) avulla havaitaan, ettd

s

(Y;H = (33t,$t+1) | Y, = (xtflamt%Y;‘fl = (l’H,xt*l), LY = («750,551))
(Xt = T, Xt+1 = Ti+1 | Xe =24, Xy =249,...,Xo = $0)

(Xt = Ty, Xt+1 = Ti4+1 | Xt =2, X4y = ilft—l)
(

Yip1 = ($t,$t+1) | Y, = (xtflaxt»?

i1
== N

joten (Y1,Ys,...) on tulojoukon S x S Markov-ketju, jonka siirtymamatriisin P
alkiot saadaan ehdollisina todennéakdoisyyksina

P((Jil,ﬂh), (3/1, y2)) = P<Xt =y1, Xe1 = Y2 | X =21, X = 5132)-

Esimerkki 12.7 (Koripallo). Esimerkin 12.6 heittotulokset muodostavat sa-
tunnaisprosessin (Xg, X1,...) tilajoukossa S = {0,1}, joka ei ole Markov-
ketju. Sen sijaan satunnaisprosessi Y; = (X;_1,X;), t > 1, on tulojoukon
S xS = {00,01,10,11} Markov-ketju, jonka siirtymamatriisi voidaan taulu-
koida muodossa

[1/2 12 0 0
0 0 1/3 2/3
1/3 2/3 0 0

[0 0 1/4 3/4]

Vastaavaa paédttely voidaan helposti laajentaa malleihin, joissa on useam-
man menneisyyden tilan muisti. Kaikkein kehittyneimilld stokastisen analyy-
sin menetelmilld voidaan vastaava paéttely laajentaa jopa ddrettoméan muistin
satunnaismalleihin. Téllaisia menetelmié on kehittdnyt mm. Lontoossa Impe-
rial Collegessa vaikuttava itdvaltalaismatemaatikko Martin Hairer [Hai09], jo-
ka vuonna 2014 palkittiin Fieldsin mitalilla stokastisiin prosesseihin liittyvasta
tutkimustyostdan. Hieman kérjistden voidaan sanoa, etté kaikki stokastiset pro-
sessit voidaan tulkita Markov-prosesseiksi riittdvan laajassa tilajoukossa.

130



Liite A
Stokastiikan perustuloksia

A.1 Jatkuvien satunnaislukujen ominaisuuksia

Reaaliarvoinen satunnaismuuttuja eli satunnaisluku X on jatkuva, jos sen ja-
kauma voidaan esittda tiheysfunktion f : R — R avulla muodossa

P(X € B) — /Bf(x)dx.

Télloin P(X = ) = 0 kaikilla z, mika tarkoittaa, ettd jatkuvan satunnaislu-
vun todennékoisyys osua mihinkdén ennalta valittuun reaaliakselin pisteeseen
ddarettoméan monen desimaalin tarkkuudella on nolla. Seuraava tulos kertoo, etté
riippumattomien jatkuvien satunnaislukujen todennékéisyys tormété toisiinsa
on nolla.

Lause A.1. Jos X1, Xs,... ovatl riippumattomia ja jatkuvia satunnaislukuja,
ovat nitden realisaatiot todenndkdoisyydelld yksi erilliset, eli pditee

P(X; = X; jollain i # j) = 0.

Todistus. Todistetaan tapaus, missd on vain kaksi satunnaislukua X; ja Xo.
Merkitédn X;:n jakauman tiheysfunktiota fx, (). Mééritellddn funktio i : R? —
{0,1} kaavalla

1 =
h(l‘be) = 1({E1:x2) — { ) 1 T,

0, muuten.
Talloin satunnaismuuttuja Z = h(X;, Xs) on {0, 1}-arvoinen, joten
E(Z) = 0-P(Z=0)+1-P(Z=1) = P(h(X1,Xs) =1) = P(X; = Xy).

Koska X7 ja X5 ovat riippumattomia, voidaan satunnaisvektorin (X7, X5) yh-
teisjakauma esittéd tiheysfunktion fx, x,(x1,22) = fx,(z1) fx,(z2) avulla. Néin
ollen satunnaislukujen

P(Xl = Xg) = E(h(Xl,XQ)) = /;Oo /_oo h(l’l,l’2> fX1($1>fX2(I2)d.T1dZEQ.
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Téstd ndhdadn, etta

P(X, = X,) = /_ : ( /_ Z h(z1, 2) le(xl)dx1> Fa, (@2)ds
= /_Z (/: le(xl)dfﬁl) [, (w2)ds
— [0 rntean,

Yleisemmén n:n satunnaisluvun tapauksen voi tehdd samaan tapaan.
Numeroituvasti ddrettomén satunnaisluvun tapaus seuraa toteamalla, etté
tapahtuma A = {X; = X jollain ¢ # j} voidaan esittdd muodossa A = U2, A,

missd A, on tapahtuma, ettd jotkin satunnaisluvuista X, ..., X,, realisoituvat
samaan arvoon. Talloin viite seuraa yleisesti voimassa olevalla todennékoisyyksien
yhdiste-estimaatilla P(U2, A,) < > P(A4,) = 0. O
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Liite B
Suomi—englanti-sanasto

Alla téssd luentomonisteessa esiintynyttid sanastoa englanniksi kddnnettyné.
Monet tédhan aihepiiriin liittyvét termit eivdt kuitenkaan ole tdysin vakiintu-
neita kummassakaan kielessé.

suomi englanti
alimartingaali submartingale
alkio element
alkujakauma initial distribuition

Bernoulli-jakauma

Bernoulli distribution

binomijakauma binomial distribution
binomikerroin binomial coefficient
diskreettiaikainen discrete-time

diskreetti jakauma

diskreetti satunnaismuuttuja

ehdollinen jakauma

ehdollinen odotusarvo

ehdollinen tiheysfunktio

ehdollinen todennikdsisyys

discrete distribution
discrete random variable
conditional distribution
conditional expectation
conditional density function

conditional probability

eksponenttijakauma exponential distribution
elinaika lifetime

ergodinen ergodic

ergodisuus ergodicity

esiintyvyys occupancy, frequency
esiintyvyysmatriisi occupancy matrix
haarautumisprosessi branching process
harha bias

harhaton unbiased

harvennettu thinned

hetkittdinen jakauma

transient/time-dependent distribution

hyppytodennikdoisyys jump probability
hyppyvauhti jump rate
indikaattori indicator
indikaattorifunktio indicator function
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jakauma

jakso

jaksollinen
jaksoton
jatkuva-aikainen
jatkuva jakauma
joukko

jarjestetty lista
jarjestystunnusluku
jarjestaméton joukko
kertoma
kertyméfunktio
keskeinen raja-arvolause
keskiarvo
keskihajonta
keskineliovirhe
keskivirtaus
kokonaisvaihteluetiisyys
kokovinoutettu
komplementti
konvoluutio
korrelaatio
korreloimaton
korreloitu
kovarianssi
kulkuaika
kustannuskertymé
kustannusvauhti
kvartiili

kaantyva
laskurimitta
laskuriprosessi
leikkaus
lineaarinen riippuvuus
lisddntymisjakauma
Markov-ketju
Markov-ominaisuus
Markov-prosessi
martingaali
mediaani
mitallinen
momentti
moniulotteinen
muuttuja

normaaliapproksimaatio

distribution

period

periodic

aperiodic
continuous-time
continuous distribution
set, space

ordered list

order statistic
unordered set

factorial

cumulative distribution function

central limit theorem
average, mean
standard deviation
mean squared error
mean drift

total variation distance
size-biased
complement
convolution
correlation
uncorrelated
correlated

covariance

passage time, first passage time, transition time

cumulative cost
cost rate

quartile
reversible
counting measure
counting process
intersection
linear dependence
offspring distribution
Markov chain
Markov property
Markov process
martingale
median
measurable

moment

multidimensional, multivariate

variable

normal approximation

normaalijakauma normal distribution, Gaussian distribution
normitettu normalized

normitettu normaalijakauma standard normal distribution
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odotettu expected

odotusarvo expectation, mean
osajoukko subset

ositus partition
osumatodennikoisyys hitting probability
palautuva recurrent

polku (satunnaisprosessin) path (of a random process)
perusjoukko sample space
rajajakauma limiting distribution
reunajakauma marginal distribution
reunatiheysfunktio marginal density function
riippumattomuus independence
riippumattomasti sironnut independently scattered
riippuvuus dependence

satunnainen random

satunnainen pistekuvio random point pattern
satunnaisilmio random phenomenon
satunnaisjono random sequence
satunnaiskentti random field
satunnaiskulku random walk
satunnaisluku random number
satunnaismatriisi random matrix
satunnaismuuttuja random variable
satunnaismuuttujan muunnos transformation of a random variable
satunnaisvektori random vector
satunnaisverkko random graph
siirtymékaavio transition diagram
siirtymé&matriisi transition matrix
stokastiikka stochastics

stokastinen stochastic

stokastinen esitys stochastic representation
stokastinen prosessi stochastic process
stokastinen riippuvuus stochastic dependence
suhteellinen esiintyvyys relative frequency, relative occupancy
suhteellinen osuus relative proportion
sukupuutto extinction

supeta jakaumalta converge in distribution
supeta stokastisesti converge in probability
suurten lukujen laki law of large numbers
syntymiskuolemisketju birth—death chain
tapahtuma event

tasaintegroituva uniformly integrable
tasajakauma uniform distribution
tasakoosteinen homogeneous
tasapainojakauma invariant /equilibrium/stationary distribution
tasapainoyhtalo balance equation

tiheysfunktio (diskreetin jakauman)  density function, probability mass function

tiheysfunktio (jatkuvan jakauman) density function, probability density function
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tila (prosessin)
tilajoukko (prosessin)
todennékéinen

todennékoisyys

todennikoisyydet generoiva funktio

todennikoisyysjakauma
todennédkoisyysmitta
todennidkdisyysteoria
toteuma

tulojoukko
uusiutumisprosessi
valinnaisen pysdyttdmisen lause
valintahetki

varianssi

vauhti

vaistyva

viliaika (uusiutumisprosessin)
yhdiste

yhteisjakauma

yhtenédinen ketju
yhteysluokka

yksiulotteinen

ylimartingaali

state (of a process)

state space (of a process)
probable, likely

probability

probability generating function
probability distribution
probability measure
probability theory
realization, outcome
product set, product space
renewal process

optional stopping theorem
optional time, stopping time
variance

rate

transient

interevent time

union

joint distribution
irreducible chain
communicating class
one-dimensional, univariate

supermartingale
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