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3.1 Havaitaan ensin, etta
3 3
1
EX =  Px (1) = ) — =2

ja tietysti myos EY = 2.
(a) Lineaarisuuden perusteella E(X +Y) =EX + EY =4.

(b) Lineaarisuuden perusteella E(X —Y) =EX —EY = 0.

(c) Koska X ja Y ovat riippumattomat, E(XY) = EXEY = 4.
(d) Satunnaismuuttujan 1/Y" odotusarvo on

3 3

E(1/Y) =) (1/i) Py(i — =1

i=1 i=1
Nyt X 1LY = X 1L 1/Y, joten EX/Y = EXE(1/Y) = 1.
(e) Merkitddn f(s,t) = s'. Talloin

3 3
EXY =Ef(X,Y) =) ) s'Pxy(st),

s=1 t=1
missé P y,y) on satunnaisvektorin (X,Y") yhteisjakauma. Koska X 1L Y, pétee

Py (s.t) = P (s) Pr(t) = +

kaikilla (s,t) € {1,2,3}?. Néin ollen

3 3

1 26
EXY:§ZZSt:§‘

s=1 t=1

(f) Ensin lasketaan

Esin(r/X) = sin(m/1) + sin(;r/Q) + sin(7/3) _ % (1 n \/7§>
ja
E cos(r/Y) = cos(m/1) 4 cos(m/2) + cos(m/3) _ 1

3 6
Nyt X 1L Y = sin(n/X) 1L cos(w/Y’) ja néin ollen

Esin(7/X) cos(m/Y) = Esin(r/X)Ecos(r/Y) = —— <1 + —> :



3.2

3.3

(a)
(b)

Jos X ja Y ovat riippumattomia satunnaislukuja, joilla on odotusarvot, niin
aina piatee EXY = EXEY.

Olkoon X jokin satunnaisluku, jolla on odotusarvo EX ja varianssi 0 < Var(X) <
oo. Miiritelldin Y = X. Télloin varianssin laskukaavaa Var(X) = EX? —
(EX)? kiiyttdmélld ndhdéin, ettd

EXY — EXEY = EX? — (EX)? = Var(X).
Koska oletuksen mukaan Var(X) > 0, seuraa téstd, ettd EXY > EXEY.

Maéritelldén satunnaisvektori ¢y, : Q© — {0, 1}* kaavalla ¢y = (Osg—1)41, - - -, Oar),
missd k = 1,2, ... Todistetaan ensiksi, ettd 1; 1L 1),. Havaitaan ensiksi, etté

(V1,92) = (01,02, ..., 0s).

Koska kyseisen vektorin komponentit ovat riippumattomia, noudattaa (11, )
tasajakaumaa joukossa {0, 1}®. Néin ollen

P($1 = 5, 1 = 1) = (%)8

kaikilla s,t € {0,1}*. Koska toisaalta

pon=9= () Pw=0=(})"

voidaan padtelld etta

P(1 = s, 1 =1t) = P(¢1 = 5)P(Yp = t)

kaikilla s ja t. Siispa v; L 1)5. Samaan tapaan voidaan todistaa, ettd satun-
naismuuttujat 11, ..., 1, ovat riippumattomat kaikilla n. N&in ollen myés sa-
tunnaismuuttujat X; = ¢(¢1),..., X, = ¢(¢,) ovat riippumattomat kaikilla
n. Viite seuraa tésté.

Olkoon ¢ : {0,1}* — {1,...,16} jokin bijektio. Koska (6, ...,0s) on tasaja-
kautunut joukossa {0,1}* ja koska ¢ on bijektio, niin myds X; = ¢(6y,...,0,)
on tasajakautunut joukossa ¢({0,1}*) = {1,...,16}. Sama piitee myos satun-
naismuuttujille X;, 7 > 2.

Maéritelldin ¢(sq,...,84) = 81+ -+ 84. Téll6in
1
P(p(0r,...,0) =1) = Pr=1,....00=1) = .
Koska ¢:n arvojoukko on {0, 1}, ndhddin etté
15
P(@(0r, .., 01) =0) = 1=P(6(0h,....00) = 1) = L.

Siispd X7 on Bernoulli-jakautunut parametrilla 1/16. Sama péitee myos satun-
naismuuttujille X;, ¢ > 2.



(d) Vastaus on ei. Niin ei voi kiiydé, silld mielivaltaiselle kuvaukselle ¢ : {0,1}* —
{1,2, 3} pétee

1 o1
P(¢(01,...,04) = 1) = Z Pioy....00(s) = Z 16 | 1é H’
s€p~1{1} s€p—1{1}

missi ¢ {1} = {s: ¢(s) = 1}. Ylliolevan yht#lén oikea puoli ei selvistikiin
vol koskaan saada arvoa %

3.4 (a) Geometrisen sarjan summakaavaa kayttien saadaan

1-p*!

0 (1—p)* .

P(X > k) =) u(i)=) (1—p)'p=p
prt j=F

Vastaavasti P(Y > k) = (1 — ¢)*!
(b) Havaitaan ensiksi, ettd Z > k <= X > kjaY > k. Koska lisiksi X 1L Y,

niin

P(Z>k) =P

—~
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A
Q
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,_.

((1— p)(1 Q))k

=(1—(p+q-pg)"
Sllspa IP)(Z > k}) = (1 — T)k_17 missa r = p+q—pq.
(c¢) Koska

-1

P(Z=k)=P(Z>k)-P(Z>k+1)
=(1—r)t =1 -7
=(1-n"1-(1-7)

=(1- T)k_lT,
niin Z noudattaa geometrista jakaumaa.
3.5 (a) Olkoot n = 10® ja &i,. .., &, apinan lyomit kirjaimet. Olkoon
Ai={G=K =1, =V, &z =1}

tapahtuma, ettéd sana kivi esiintyy tekstissé ¢:nnesté kirjaimesta alkaen. Koska
kirjaimet ovat riippumattomat, pétee

- (L)'

Sanan 'KIVI’ esiintymiskertojen lukuméaré tekstissé on



ja sen odotusarvo on

E la, = P(A;)) =(n—3)— ~ 16
Olkoot &1, ... &, apinan lyomaét kirjaimet ja olkoot 21, ..., zx Seitsemdn veljesti

-teoksen kirjaimet, missid k = 635864. Olkoon

Ai={& =2, =2, .., Cigh—1 = 2}

tapahtuma, ettd Seitsemdn veljestd esiintyy apinan tekstissd i:nnestd kirjai-
mesta alkaen. Talloin Seitsemdn veljestd esiintymien lukuméira apinan tuot-
tamassa n:n merkin tekstissid on

n—(k—1)
>
=1
ja sen odotusarvo on
n—(k—1) n—(k—1) 1 k
E 14, = PA)=n—-k+1)( =] .
> = 2 )= (k1) (gg)

Jotta esiintymisié olisi keskiméérin yksi, tdytyy apinan kirjoittaa teksti, jonka
pituus on n = 50F + k — 1 > 10500000 Vertailun vuoksi havaittavissa olevassa
maailmankaikkeudessa arvioidaan olevan noin 10%° atomia.



