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1 Todennikdisyysfunktio ja todenniksoisyysmitta

1.1 Numeroituva joukko

Joukko Q2 on numeroituvasti ddreton, jos sen alkiot voidaan numeroida luon-
nollisia lukuja kéayttéden, eli jos on olemassa bijektio luonnollisten lukujen
joukosta joukkoon (). Joukko €2 on numeroituva, jos se on &airellinen tai
numeroituvasti déreton. Joukon €2 kokoa eli sen alkioiden lukumé&iras mer-
kitddn symbolilla |€].

Esimerkki 1.1. Seuraavat joukot ovat numeroituvasti dérettomia:
e luonnolliset luvut N = {1,2,...},
e kokonaisluvut Z ={...,—2,-1,0,1,2,... },
e positiiviset kokonaisluvut Z, = {0,1,2,...},
e rationaaliluvut Q,

e mielivaltaisen numeroituvasti direttoméan joukon €2 déreton osajoukko

Qo C Q,

e mielivaltaisen numeroituvasti darettomén joukon 2 karteesinen tulo

Q" = {(wi,...,wp) : w; € Q.
Esimerkki 1.2. Seuraavat joukot eivét ole numeroituvia:
e reaaliluvut R,
e reaalilukujen yksikkovéli [0, 1],
e bittijonot {0, 1} = {(w1,wa,...) 1 w; € {0,1}}.
1.2 Todennikdsisyysfunktio
Numeroituvan joukon €2 todenndikdisyysfunktio on kuvaus P : Q — R, jolle
P(w) >0 kaikilla w € Q2 (1.1)
ja

> Pw) =1. (1.2)

weN



Numeroituvan joukon todennikoisyysfunktiosta kdytetddn usein nimitystéa
diskreetti todenndkdoisyysjakauma tai lyhyesti vain jakauma. Jatkossa sana
todenndkdoisyys usein lyhennetdin tn.

Esimerkki 1.3. Adrellisen joukon Q tasajakauma on kuvaus P : Q —
R, jolle P(w) = 1/|9| kaikilla w. Esimerkiksi symmetrisen nopan heittoa
voidaan mallintaa joukon ©Q = {1,2,...,6} tasajakaumalla ja symmetrisen
kolikon heittoa joukon Q2 = {0, 1} tasajakaumalla, missé ’0’ vastaa klaavaa ja
1’ kruunaa. Vastaavasti viiden kortin pokerikéttd voidaan mallintaa joukon
Q = K®) tasajakaumalla, missi K®) = {4 C K : |A| = 5} on korttipakan
K ={1,2,...,52} viiden alkion suuruisten osajoukkojen kokoelma.

Tehtava 1.4. Todista, etta aérellisen joukon € tasajakauma on tn-funktio.
Onko mahdollista mé#éaritelld joukon 2 tasajakauma, jos {2 on numeroituvasti
déreton?

Esimerkki 1.5. Olkoon H positiivinen funktio #érellisessd joukossa (2.
Maééritellaan
Pw)=2Z"te PHW e,

missi Z = > cqe P (@), Tn-funktio P on energiafunktion H méirisims
Gibbsin jakauma. Luku 1/ vastaa monissa tilastollisen fysiikan malleissa
lampotilaa.

Tehtdva 1.6. Todista, ettd ylla madritelty Gibbsin jakauma todellakin on
tn-funktio. Onko mahdollista maéritelld Gibbsin jakauma, kun 2 on nume-
roituvasti ddreton?

1.3 Todennikoisyysmitta

Numeroituvaa kokelmaa joukkoja merkitéén jatkossa useimmiten (A;)er,
missd I C N on dérellinen tai numeroituvasti dédrellinen. Joukkoa I kutsu-
taan tésséd yhtedydessé indeksijoukoksi ja sen alkioita indekseiksi. Yleensé
I'={1,2,...,n}, jolloin merkitddn (A;);er = (A;)P tai I = {1,2,...}, jol-
loin merkitédén (A;)ier = (A4;)52,. Kokoelma joukkoja (A;)icr on erillinen,
jos A;NA; = 0 kaikilla indekseilld ¢ # j. T#llsin sanotaan myds, ettd joukot
A; i € I, ovat erilliset.

Numeroituvan joukon §2 kaikkien osajoukkojen kokoelmaa merkitééin 2.
Kuvaus P : 22 — R on joukon Q todenndkdisyysmitta, jos

P(A) > 0 (1.3)

kaikilla A C €,
P(Uierdi) = » P(A) (1.4)

iel
kullekin numeroituvalle kokoelmalle (A;);c; erillisid 2:n osajoukkoja, ja

P(Q) = 1. (1.5)
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Joukkoa €2 kutsutaan usein otosavaruudeksi ja sen alkoita otoksiksi. Kokoel-
maa 2 kutsutaan tapahtuma-avaruudeksi ja sen alkioita tapahtumiksi.

Lause 1.7. Numeroituvan otosavaruuden mielivaltaiselle tn-mitalle pdtee:
(1) P(0)
(ii) P(A°) = 1 — P(A),

(iii) P(AUB) =P(A) + P(B) —P(AN B),

0,

(iv) 0 < P(A) <1,
(v) AC B = P(A) < P(B),
(vi) P(B\ A) = P(B) — P(AN B).

Todistus. Harjoitustehtava. O

1.4 Tn-funktion ja tn-mitan vastaavuus

Olkoon P jokin numeroituvan otosavaruuden €2 tn-funktio. Tn-funktion P
madradma tn-mitta méaaritellisin kaavalla

P(A) =) Pw), AcCQ, (1.6)

wEA

missd summaus tyhjén indeksijoukon yli tulkitaan nollaksi.
Vastaavasti, jos IP on numeroituvan otosavaruuden {2 tn-mitta, niin sité
vastaava tn-funktio méaritelldan kaavalla

P(w) =P{w}), we. (1.7)
Lause 1.8. Olkoon  numeroituva otosavaruus.
(i) Jos P on tn-funktio, niin kaavassa (1.6) mdadritelty P on tn-mitta.
(ii) Jos P on tn-mitta, niin kaavassa (1.7) mddritelty P on tn-funktio.

(11i) Kaavojen (1.6)—(1.7) mdadrittelemdt kuvaukset P +— P ja P +— P muo-
dostavat yksi yhteen -vastaavuuden 2:n tn-funktioiden ja tn-mittojen

valille.

Todistus. (i) Jos P on tn-funktio, niin on helppo tarkistaa, ettd kaavan (1.6)
avulla médritelty kuvaus P toteuttaa ehdot (1.3) ja (1.5). Ehdon (1.4) var-
mistaminen onnistuu myo6s, kun muistetaan, etté positiivisia termejé siséltdvan
summan arvo ei riipu summausjirjestyksestéd. Néin ollen P on tn-mitta.

(ii) Harjoitustehtéva.



(iii) Jos P on tn-funktio, merkitdén kaavan (1.6) médrddmééd kuvausta
P = m(P). Télloin m on kuvaus Q:n tn-funktioilta (2:n tn-mitoille. Vastaa-
vasti merkitéin symbolilla m’ kaavan (1.7) méidrdaméid kuvausta Q:mn tn-
mitoilta :n tn-funktioille. Yksi yhteen -vastaavuuden toteamiseksi riittia
néayttid, ettd m—! = m’. Tehd#isin tdméa kahdessa vaiheessa.

Niytetidn ensin, ettd m(m/(P)) = P kaikilla tn-mitoilla P. Olkoon P
jokin Q:n tn-mitta, merkitiéin P = m/(P) ja mééritelliin Q = m(P). Tallsin
mielivaltaisella A C 2 pétee

Q4) = ¥ Pw) = 3 P({w}) = P(4),
weA weA

missé viimeisessd yhtdlosséd kdytettiin tn-mitan summakaavaa erilliselle nu-
meroituvalle kokoelmalle ({w}),eca. Ylldolevan kaavan perusteella m(m/(P)) =
Q=P

Niytetddn seuraavaksi, ettd m’(m(P)) = P kaikilla tn-funktioilla P.
Olkoon P jokin Q:n tn-funktio ja merkitdin P = m/(P) ja Q@ = m(P).
Talloin jokaiselle w € Q) pétee

Q) =P({w}) = > P)=Pw).

w'e{w}

Siispd m(m/(P)) = @ = P. Todetaan siis, ettd m ja m’ ovat bijektoita ja
toistensa kadnteiskuvauksia. O

Lauseen 1.8 perusteella numeroituvan otosavaruuden tn-funktiot ja tn-
mitat vastaavat toisiaan yksi yhteen. Kéytdnnon kannalta ainoa ero on, etté
tn-mitta P kertoo todennikdisyyden tapahtumalle A C €, siind missd tn-
funktio P kertoo sen otokselle w € 2. Voidaan kysyé, miksi saman asian
(todennikoisyys) kvantifioimiseksi tarvitaan kaksi eri késitettd. Vastaus on,
ettd molemmilla on hyvét puolensa. Tn-funktiot ovat kdytdénnon laskujen
kannalta helpompia ja konkreettisempia késitelld kuin tn-mitat, kun taas tn-
mittojen avulla voidaan analysoida my6s yleisempié, ylinumeroituvia otosa-
varuuksia. Ominaisuudet (1.3)—(1.5) toteuttavaa kuvausta P kutsutaan tn-
mitaksi my6s yleisemméssé tapauksessa, missd (2 ei vilttdméatta ole nume-
roituva. Yleisten tn-mittojen analyysi vaatii kuitenkin huomattavasti mut-
kikkaampaa teoreettista koneistoa, eiké niité sen vuoksi késitella talla kurs-
silla.

1.5 Tn-funktioiden tulo
Joukkojen Q1,...,Q, tulojoukko eli karteesinen tulo on joukko

QX Q= {(wi, ..., wn) twi € Q).

Tulojoukon alkiot ovat n:n pituisia vektoreita, joiden ¢:s komponentti w;
kuuluu joukkoon £2;. Tulojoukosta tulosta kidytetdan usein myos nimitysté
tuloavaruus.



Tn-funktioiden Py, ..., P, tulo, missd P; on numeroituvan joukon €2; tn-
funktio, mééaritellaan kaavalla

(P1 X oo X Pn)(w) = Pl(wl)PQ((.L)Q) s Pn(wn), (18)
missi w = (wW1,...,wn) € Qg X -+ X Q.

Lause 1.9. Tn-funktioiden P, ..., P, tulo on tulojoukon Q2 = Qq x --- xQ,
tn-funktio.

Todistus. Olkoon P = P; X --- P, kaavassa (1.8) mééritelty funktio. Kos-
ka positiivisten lukujen tulo on positiivinen, ndhdéén, ettd P toteuttaa eh-
don (1.1). Pitdd vield ndyttad, ettd P:lle pétee (1.2). Jilleen muistetaan,
ettd positiivisia termejd summattaessa ei ole vilid, missé jéarjestyksessd sum-
maukset tehddédn. Nain havaitaan, ettd

D Pw)= > - Y Pw)---Plwn).

weN w1 €N wn €

Luku P(w1) on summausindeksien wy, . .., w, ndkokulmasta vakio. Tuomalla
kyseinen vakio jalkimmaéisten summien eteen ndhdéén, ettd

22 P P(wn)
w1 €N wn €y
Y P X X Pl P

w1 €N wo€Qo Wn€Qn

Toistamalla sama temppu seuraavaksi P(ws):lle ja jatkamalla néin huoma-
taan, etta

S % P P = (X Pen) (X pen)
w1EMN wn €y w1EMN wn €y
Koska ylla jokainen oikean puolen termi on yksi, havaitaan tésté, etta
> Pw) =
wel

Funktio P :  — R toteuttaa siis ehdot (1.1)—(1.2) ja on néin ollen tulojou-
kon € tn-funktio. O

Esimerkki 1.10 (Tasajakaumien tulo). Olkoon p &érellisen joukon S ta-
sajakauma, jolloin siis u(s) = ‘S‘ kaikilla s € S. Olkoon 2 = S™ ja P =
WX -+ X tn-funktion g n-kertainen tulo itsensa kanssa. Télloin

P(w) = plwr) - - plwn) = (!;|>n
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kaikilla w = (w1,...,wy) € S™. Koska tuloavaruuden 2 = S™ koko on |S|",
ndahdédian ylldolevasta laskelmasta, ettéa

1 1 1

Pw)= = - =
W)= 5m = 57 =

kaikilla w € Q. Tasajakauman p n-kertainen tulo on néin ollen tuloavaruuden
) tasajakauma.

Tehtdva 1.11. Olkoon py &érellisen joukon S tasajakauma ja po dérellisen
joukon Sy tasajakauma, missi joukot Sy ja So eivat valttadmédtta ole saman-
kokoisia. Onko py x uo talloin myos tasajakauma? Todista viite oikeaksi tai
anna vastaesimerkXki.

2 Satunnaismuuttuja

2.1 Satunnaismuuttujan tila-avaruus

Diskreetti todenndikdoisyysavaruus on pari (€2, P), missd  on numeroituva
otosavaruus ja P sen tn-funktio. Diskreetilld tn-avaruudella (€2, P) mééritelty
satunnaismuuttuja on kuvaus

X: Q-5

missd S on jokin joukko. Joukkoa S kutsutaan satunnaismuuttujan X tila-
avaruudeksi ja joukon S alkioita satunnaismuuttujan X tiloiksi. Satunnais-
muuttujaa X kutsutaan myos termeilld

o satunnaisluku, kun tila-avaruus on R tai sen osajoukko,
e satunnainen kokonaisluku, kun tila-avaruus on Z tai sen osajoukko,
e satunnaisvektori, kun tila-avaruus on jonkin joukon S tulojoukko S™.

Esimerkki 2.1. Symmetristd kolikkoa heitetdan 100 kertaa. Heittosarjan
tulosta mallinnetaan otosavaruuden Q = {0, 1}!% otoksella w = (w1, . . ., w100),
missé w; = 1 tarkoittaa, ettd i:s heitto on kruuna. Olkoon P otosavaruuden
) tasajakauma, jolloin tulkitaan, ettd jokainen mahdollinen heittosarja on
yvhté todenndkdinen. Merkitédian

o X(w) =232 w,
o Y(w) =338 ey,

o Z(w)=(wi,...,w100)-



T&lloin X, Y, Z ovat tn-avaruudella (£2, P) méériteltyji satunnaismuuttujia.
Satunnainen kokonaisluku X : 2 — Z kertoo, montako kruunaa kymmenell&
ensimmaisell heitolla saatiin. Satunnaisluku Y : 2 — R kuvaa eksponenti-
aalisesti diskontatun tuoton heittopelissé, jossa jokainen kruuna tuottaa yh-
den heitt#jilleen yhden euron, ja satunnaisvektori Z : Q — {0,1}1% kirjaa
heittosarjan kaikki tapahtumat yhteen vektoriin.

Ylldolevasta esimerkistd ndhdéin, ettd kdytdnnon kannalta satunnais-
muuttujan tila-avaruus voidaan valita monella tapaa. Esimerkiksi satun-
naismuuttujan X tila-avaruudeksi voidaan yhtd hyvin méaéritella joukko
{0,1,...,10} koko Z:n sijaan. Toisaalta X:n tila-avaruuden voidaan myos
tulkita olevan koko R. Usein on luontevaa méiritelld satunnaismuuttujan
tila-avaruudeksi joukko X (€2), joka siséltéé kaikki mahdolliset X:n saamat
arvot.

2.2 Satunnaismuuttujan jakauma

Jatkossa kaytetddn usein lyhennysmerkintaé
{X=5} = {we: X(w)=s}

tapahtumalle, ettd satunnaismuuttuja X saa arvon s ja lyhennysmerkintad
{XeA}l = {we: X(w) € 4}

tapahtumalle, ettd X kuuluu joukkoon A. Hakasulut jitetdin vasemmalta
puolelta usein pois ja kirjoitetaan

PX=s5) = P{X =5s}) = P{we: X(w)=s}).
ja
PXecA) = P{XecA}) = P{we: X(w) e A}).
Jalkimméinen ylldoleva kaava voitaisiin myo0s kirjoittaa muodossa
P(X € A) =P(X1(A)),

missi X !(A) on kuvauksen X alkukuva joukolle A, mutta stokastiikassa
téllaista merkintdd ndhdéén harvemmin.

Diskreetilld tn-avaruudella (€2, P) mééritellyn satunnaismuuttujan X :
Q — S jakauma on kuvaus Px : S — R, joka méaaritelldan kaavalla

Px(s) = P{weQ: X(w)=s}) = » Pw), s (2.1)
w:X (w)=s

Y14 P on tn-funktion P madrddmé tn-mitta (kaava (1.6)). Usein kiytetddn
intuitiivisempaa mutta epitdsméllisempédd merkintdd Px(s) = P(X = s).
Sanotaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa jakaumaa p, jos Px = p.



Seuraavassa lauseessa niytetdin, ettéd diskreetilla tn-avaruudella mééritel-
lyn satunnaismuuttujan X jakauma on tila-avaruuden tn-funktio. Lausees-
sa tehd&dn lisdoletus, ettd tila-avaruus S on numeroituva. Tamé lisdoletus
voidaan tarpeen vaatiessa tehdéd korvaamalla mahdollisesti ylinumeroituva
joukko S pienemilld joukolla X (€2) silld X:n mahdollisten arvojen joukko
X () on aina numeroituva, kun €2 on numeroituva.

Lause 2.2. Olkoon X diskreetilli tn-avaruudella (2, P) mddritelty satun-
naismuuttuja, jonka tila-avaruus S on numeroituva. Talloin X :n jokauma
on tila-avaruuden S tn-funktio ja lisdksi

P(X € A) = > Px(s) kaikilla AC S (2.2)
sEA

Todistus. Todistetaan, ettd kaavassa (2.1) mééritelty kuvaus Px : S — R to-
teuttaa ehdot (1.1)—(1.2). Ehdon (1.1) vaatima positiivisuus on selvii, koska
yhtélon (2.1) oikealla puolella kaikki summattavat ovat positiivisia. Ehdon
(1.2) tarkastamiseksi merkitdén symbolilla Ay = {w € Q : X(w) = s} tapah-
tumaa, ettd X saa arvon s. Télloin havaitaan, ettd (As)ses on numeroituva
kokoelma erillisid tila-avaruuden S osajoukkoja. Néin ollen kéayttdméalla tn-
mitan summakaavaa (1.4) ja yhtdlod (2.1) havaitaan, etti

P(UsesAs) Z P(A Z Px(s)
ses ses
Koska lisiiksi UgerAs = €2, voidaan téastd padtelld, etté

ZP)((S) =

seS

2.3 Satunnaismuuttujan muunnoksen jakauma

Olkoon (2, P) diskreetti tn-avaruus ja P tn-funktiota P vastaava tn-mitta.
Olkoon X : 2 — S satunnaismuuttuja ja f : S — T funktio, missd S
ja T ovat mielivaltaisia numeroituvia joukkoja. Té&lloin satunnaismuuttuja
f(X) : Q — T mééritelldén kaavalla

(f(X)(w) = f(X (W), we

Lause 2.3. Satunnaismuuttujan f(X) jakauma saadaan X :n jekaumasta
kaavalla

Pixy(t) = Y. Px(s), teT.
s:€f(s)=t

Jos [ on bijektio, niin yllioleva lauseke voidaan sieventid muotoon

Pf(X)<t) = Px(f_l(t)), teT.

10



Todistus. Valitaan jokin ¢ € T ja merkitisin f~1{t} = {s € S : f(s) = t}.
Koska f(s) =t <= s € f~1{t}, piitelliin, ettd

{weQ: f(X(w) =t} = {weQ:X(w)e f{t}}
Néin ollen

Pixy(t) = P(f(X)=t) = P(X e fH{t}) = > Px(s),
sef~H{t}

missé viimeisen yhtédlon kohdalla sovellettiin Lauseen 2.2 kaavaa (2.2). En-
simmé&inen véite seuraa tasté.

Jalkimméisen viitteen nidyttdmiseksi riittdd todeta, ettd kun f on bijek-
tio, joukko f~1{t} sisiltii tisméilleen yhden alkion f~1(¢). O

Esimerkki 2.4. Pelataan noppapelié, jossa pelaajan saama tuotto yhdella
pelikierroksella on nopaheiton silméluku potenssiin kaksi. Miten pelikierrok-
sen tuotto on jakautunut?

Mallinnetaan nopanheiton silmélukua satunnaismuuttujalla X, joka nou-
dattaa joukon S = {1,2,...,6} tasajakaumaa. T&ll6in pelikierroksen tuotto
on satunnaismuuttuja X2, joka saa arvoja joukossa T' = {1,4,9, 16,25, 36}.
Koska t — t? on bijektio joukosta S joukkoon T, saadaan satunnaismuuttu-
jan X? jakauma Lauseen 2.3 avulla laskettua muodossa

1
sz(t) = Px(\/i) = 6, teT.
Pelikierroksen tuotto noudattaa néin ollen tasajakaumaa joukossa T'.

Todetaan vield, etté pelikierroksen tuotto voidaan luontevasti myos tul-
kita satunnaismuuttujaksi isommassa tila-avaruudessa 7" = {1,2,...,36}.
Talloin kuvaus t — t2 ei ole bijektio joukosta S joukkoon 7”. Satunnais-
muuttujan X? jakauma tila-avaruudessa 7’ voidaan selvittis Lauseen 2.3
ensimmadisen kaavan avulla. Nyt havaitaan, etta

. Ve, ter,
AU {@, teT'\T.

Téasta paidtellaan, etté

1

1 e,
Pxa(t) =4 © ,

0, teT\T

Satunnaismuuttujan jakauman méaarittdmisessi pitda néin ollen aina muis-
taa mainita tila-avaruus. Témén esimerkin satunnaismuuttuja X? noudat-
taa joukon T = {1,4,9,16,25,36} tasajakaumaa, kun se mééritellasin ku-
vauksena ) — T, mutta isompaan tila-avaruuteen 7' méiériteltynd X2 ei
endé ole tasajakautunut.
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Esimerkki 2.5. Olkoon X = (X, X3) satunnaisvektori tila-avaruudessa
S = {0,1,...,n}?, joka noudattaa jakaumaa Px = g X v, missi p ja v
ovat joukon {0,1,...,n} tn-funktioita. Miké on t&llin satunnaismuuttujan
X1+ X5 jakauma?

Satunnaismuuttuja X; + X saa arvoja joukossa 7' = {0,1,...,2n}.
Madritelladan kuvaus f: S — T kaavalla f(s) = s1 + so. Télloin

X1+ Xo = f(X)

ja Lauseen 2.3 perusteella

Pxix, (k)= Y (nxv)(i5), 0<k<2n,
(6,3):f(i,5)=k
Tn-funktioiden tulon mééritelmén (ks. Luku 1.5) mukaan tdmé voidaan kir-
joittaa muodossa

k

Poixa(k) = 3 nlwl) = S uw(k—i), 0<k<2n.
(4,7)i+j=Fk i=0

Ylldolevan kaavan oikeanpuolimmainen lauseke tunnetaan nimelléd tn-funktioiden
uja v konvoluutio.

3 Stokastinen riippuvuus ja riippumattomuus

3.1 Tulojoukon jakauman reunajakaumat

Olkoon S = 51 x -+ - x S, numeroituvien joukkojen Si, ..., S, muodostama
tulojoukko ja p sen jakauma eli tn-funktio. Kyseisen jakauman i:s reunaja-
kauma p; médritellddn kaavalla

pi(si) = Y p(t), si€Si
teS:t;=s;
Tehtava 3.1. Todista, ettd p; on S;:n tn-funktio.

Esimerkki 3.2 (Tulojoukon tasajakauma). Olkoon p direllisten joukkojen
S1 ja Sz tulojoukon S = S7 x Sy tasajakauma. Talloin siis u(s1, s2) = 1/]5|
kaikilla s1 € S ja so € S>. Jakauman p ensimméinen reunajakauma on

B _ 1 . ‘Sg’ N |SZ‘ _ 1
plsn) = 3 plsnsd) = D 155 =157 = rlsal = 8l
52€Ss 52€852

Samanlaisen laskun avulla ndhd&én, ettd p:n toinen reunajakauma on

1
M2(52) = @

Tulojoukon S x Sy tasajakauman reunajakaumat ovat siis joukkojen 57 ja
Sy tasajakaumat.
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3.2 Satunnaisvektorin reunajakaumat

Olkoon (€, P) diskreetti tn-avaruus ja S = S1 X - - - X .S;, joidenkin numeroi-
tuvien joukkojen Si,...,S, muodostama tuloavaruus. Olkoon X : Q — S
satunnaisvektori ja olkoon X; sen i:s komponentti. T&ll6in siis

X(w) = (X1(w), ..., Xp(w)), we

ja X; : Q — §; on S;-arvoinen satunnaismuuttuja. Seuraavaksi tarkastellaan
kahta tédrkedd kysymysté:

(i) Voidaanko satunnaisvektorin X komponenttien jakaumat voidaan sel-
vittdd X:n jakaumasta?

(ii) Voidaanko X:n jakauma selvittdé sen komponenttien jakaumista?

Tarkastellaan ensiksi kysymysté (i). Olkoon X jokin S-arvoinen satun-
naisvektori ja merkitd&n sen jakaumaa

Koska oletimme, ettd S;:t ovat numeroituvia, on tila-avaruus S myos nu-
meroituva. Nain ollen Px on numeroituvan tila-avaruuden S tn-funktio
(Lause 2.2).

Lause 3.3. Satunnaisvektorin X = (X1,...,X,,) i:nnen komponentin ja-
kauma on X :m jakauman i:s reunajakauma, eli X;:n jokauma saadaan X :mn
jakaumasta kaavalla

PXi(Si) = Z Px(t), s; € 5;.

teS:t;=s;

Todistus. Olkoon 7; : S — S; tuloavaruuden S = S7 X --- x S, i:s projek-
tiokuvaus, jolloin

m(s) =s; kaikilla s = (s1,...,8,) € S.
T&ll6in satunnaisvektorin X i:s komponentti voidaan kirjoittaa muodossa
X; =mi(X)
ja Lauseen 2.3 avulla havaitaan, etta

Px,(si) = Px(t) = Y Px(t).

tm; (t)=s; Liti=s;
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Tarkastellaan sitten kysymysté (ii), eli oletetaan, ettd tunnetaan satun-
naisvektorin X = (Xy,..., X,) komponenttien jakaumat Px,,..., Px, . Voi-
daanko X:n jakauma selvittdé kyseisistd jakaumista? Vastaus on ei, kuten
seuraava esimerkki valaisee.

Esimerkki 3.4. Olkoon X = (X;, X2) satunnaisvektori tila-avaruutenaan
{0,1}2. Oletetaan, ettd X:n jakauma Px on tulojoukon {0, 1}? tasajakau-
ma. Lauseen 3.3 ja Esimerkin 3.2 perusteella sekd X; ettd X9 noudatta-
vat joukon {0,1} tasajakaumaa. M&&ritelldén satunnaisvektori Y kaavalla
Y = (X1, X;). Tallgin siis

Vi(w) =Xi(w) ja Yao(w)=Xi(w)

kaikilla otoksilla w. Méaritelméstéd seuraa, ettd Y :n komponenttien jakaumat
ovat Py, = Px, ja Py, = Px, = Px,. Siispd Y:n komponenttien jakaumat
ovat samat kuin X:n komponenttien jakaumat.

Lasketaan seuraavaksi Y:n jakaumat arvot. Suoraan mééritelmésté seu-
raa, etta

1
Py(0,0)=P(Yi =0, ¥, =0) =F(X; =0,X1 = 0) = .,
Py(0,1)=P(Y1 =0, Yo=1)=P(X; =0,X; = 1) =0,
Pr(1,0)=P(Yi =1, Y, =0) =P(X; =1, X, = 0) =0,

1
Py(L)=P(Yi=1Y2=1)=P(X1=1,Xp =1) = _.

Havaitaan, ettd satunnaisvektorien X ja Y jakaumat poikkeavat toisistaan,
vaikka niiden komponentit ovat samoin jakautuneita.

Ylldolevasta esimerkistd ndhddén, ettd satunnaisvektorin (Xi,...,X,)
jakauma sisdltdd enemmin informaatiota kuin mitd sen komponenttiensa
jakaumista voidaan péadtella. Tama lisdinformaatio on kyseisen satunnais-
vektorin stokastinen riippuvuusrakenne, joka kertoo miten satunnaisvekto-
rin komponentit X7, ..., X, tilastollisesti riippuvat toisistaan. Téastd lisaa
seuraavissa alaluvuissa.

3.3 Riipumattomat satunnaismuuttujat

Olkoon (€2, P) diskreetti tn-avaruus ja [P tn-funktiota P vastaava tn-mitta.
Olkoot X; : Q — §; satunnaismuuttujia, ¢ = 1,...,n, missi tila-avaruudet
S1,...,S5, ovat numeroituvia. Satunnaismuuttujat Xi,..., X, ovat riippu-
mattomat, jos

P(X; € A,...,Xn€Ay) = P(X1 € A1) P(X,, € Ay) (3.1)

kaikilla A1 C Sy,..., A, C Sp.
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Lause 3.5. Seuraavat ovat yhtdpitdvid:
(i) Xi,...,X, ovat ritppumattomat.
(ii) Kaikilla sy € S1,...,s, € Sy pitee
P(X;=s1,...,Xp=5,) = P(X; =5s1) - P(X,, = sp).

(i1i) Satunnaisvektorin X = (Xy,...,X,,) jakauma on komponenttiensa ja-

kaumien tulo, el
PX = PX1 X 'PXn-

Todistus. (i) = (ii). Tam& ndhddén valitsemalla A; = {s;} kaavassa (3.1).
(ii) = (iii). Valitaan s; € St,..., s, € Sy, ja merkitdén s = (s1,...,8y).
Satunnaisvektorin jakauman mééritelmén ja (ii):n mukaan

Px(s) =P(X =)
=P((X1,...,Xn) = (s1,---,5n))
—P(X1 = 51,..., Xn = 5n)
=P(X;, = s1)- - P(Xp, = sp)

Ominaisuuden (iii) paikkansapitédvyys seuraa, koska tn-funktioiden tulon
madritelmén mukaan

(PX1 X - X PXn)(S) = PXl(Sl) e 'PXn(Sn)-

(iii) = (i). Valitaan A; C S1,..., A, C Sy ja merkitddn A = Ay x--- X
Ay. Talloin

P(X1 € Ar,..., X € An) =P(X € A) = > Px(s).
SEA

Toisaalta (iii):n nojalla

d Px(s)= > -+ > Px(s1,...,sn)

s€EA s1€AL sn€AR

_ Z Z PXl(Sl)"'PXn(Sn)

s1€A1 sn€An

_< > PX1(51)> ( > PX1(31)>.

s1€A1 s1€A1

Yhdistamalld ndmé kaavat todetaan, etté
P(X1€Ay,.... Xnedyn) = P(X1€ A1)+, P(Xy € Ap),

joten Xq,..., X, ovat riippumattomat. ]
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3.4 Riipumattomien satunnaismuuttujien olemassaolo

Seuraava téirked tulos kertoo, miten rakennetaan annettuja jakaumia 1y, .. ., ty

vastaavat riippumattomat satunnaismuuttujat Xi,..., X, ja niitd kannat-
televa todennékoisyysavaruus.

Lause 3.6. Olkoon u; numeroituvan avaruuden S; tn-funktio, i =1,...,n.
Tdllgin on olemassa diskreetti tn-avaruus (2, P) ja silld mddritellyt satun-
naismuuttujat X; : Q — S;, joille pitee:

(i) X; noudattaa jokaumaa p; kaikilla i =1,... n,
(ii) Xi,...,X, ovat keskenddn riippumattomat.

Todistus. Madritelldadn Q = S X +-- x Sy, P = p1 X -+ X py ja satunnais-
muuttujat X; : Q — 5; kaavalla

Xi(w) =w;, we.

Télloin P on Q:m tn-funktio (Lause 1.9), joten (€2, P) on diskreetti tn-
avaruus. Todistetaan seuraavaksi, ettd satunnaismuuttuujat Xy, ..., X,, to-
teuttavat ehdot (i)—(ii).

Olkoon P tn-funktiota P vastaava {2:n tn-mitta ja mééritellidn satun-
naisvektori X : 0 — §7 x --- x 5, kaavalla

X(w)=w, well
T&ll6in satunnaisvektorin X jakaumalle pétee
Px(s) =P{w: X(w) =s}) =P({s}) = P(s), s€ S5y x---x85,.

Havaitaan siis, ettd satunnaisvektorin X jakauma on tn-funktio P. Téstéa
seuraa, etta

P(Xlzsla"'an:Sn) = Ml(sl)"'ﬂn(sn)-

Summaamalla ylldolevan yhtélot molemmat puolet muuttujien ss, ..., s,
suhteen ndhdéaén, etti

P(X1 =s1) = pi(s1),

joten Xi:n jakauma on pi1. Samaan tapaan ndhd#dn, ettd X;:n jakauma on
w; kaikilla ¢ = 1,...,n. Koska X noudattaa jakaumaa P = pu; X -+ X fiy,
todetaan, etti

PX:M1X“'Xﬂn:PX1X"'XPXH~

Nain ollen Lauseen 3.5 perusteella satunnaismuuttujat X, ..., X, ovat riip-
pumattomat. ]
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Nyt osaamme rakentaa riippumattomia satunnaismuuttujia vastaavan
tn-avaruuden. Miten rakennetaan vastaava tn-avaruus riippuville satunnais-
muuttujille? Kéytdnnosséd riippuvia satunnaismuuttujia rakennetaan riip-
pumattomien satunnaismuuttujien funktioina. Riippumattomat satunnais-
muuttujat ovat stokastiikan rakennuspalikoita, joista yleenséd muodostetaan
loput satunnaismuuttujat.

3.4.1 Riippumattomuuden sidilyminen

Olkoot X : Q@ — S1 ja Y : Q — S5 diskreetilld tn-avaruudella méairiteltyji
satunnaismuuttujia. Olkoot f : S — T ja g : S2 — T» mielivaltaisia
funktioita.

Lause 3.7. Jos X ja Y owvat ritppumattomat, niin talloin myés f(X) ja
9(Y') ovat risppumattomat.

Todistus. Valitaan t| € T1 jaty € Ty. Télloin riippumattomuuden méaéritelmén
nojalla

P(X € f{t:1}, Y € g '{ta})
(X e U PY € g {t2})
(f(X) =t1) P(g(Y) = t2).

Lauseen 3.5 avulla téistd seuraa f(X)m ja g(Y):n riippumattomuus. O

P(f(X) =t1, g(Y) = t2)

P
P

Tehtava 3.8. Olkoot X7, Xy, X3 diskreetilld tn-avaruudella (€2, P) mééri-
teltyja satunnaisia kokonaislukuja. Ovatko seuraavat viittdmét totta vai
tarua? Todista viittdméat oikeiksi tai perustele ne véiriksi antamalla vas-
taesimerkki.

(a) Jos satunnaismuuttujat X1, X9, X3 ovat keskenééin riippumattomat, niin
télloin myos satunnaismuuttujat X;, X; ovat keskenéén riippumattomat
kaikilla 7 # j.

(b) Jos Xj, X ovat kesken#én riippumattomat kaikilla ¢ # j, niin talloin

myos X1, X2, X3 ovat keskenéén riippumatomat.

Tehtéavi 3.9. Olkoot By ja Bs riippumattomia tasajakautuneita satunnais-
muuttujia joukossa {0, 1}. Mééritellddn X = min{B, B2} jaY = max{Bi, Ba}.
Ovatko satunnaismuuttujat X ja Y riippuvia vai riippumattomia? Perustele
vastauksesi tarkasti.

Tehtiva 3.10. Olkoot X : Q@ — S ja Y : Q — T satunnaismuuttujia.
Oletetaan, ettd P(X = s) > 0 kaikilla s € S. Todista, ettd X ja Y ovat
riippumattomat jos ja vain jos

PY=t|X=s5) = PY=t)
kaikilla s € S jat € T.
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3.5 Ehdollinen todennékdisyys

Olkoon (€2, P) diskreetti tn-avaruus ja P tn-funktiota P vastaava tn-mitta.
Jos P(A) > 0, tapahtuman B C  todennikéisyys ehdolla A médritellién

kaavalla
P(AN B)

P(A)

Jos P(A) = 0, todennékaisyyksid ehdolla A ei ole mielekéstd madritelld.

P(B[A) =

Tehtdva 3.11. Todista, ettd B — P(B|A) on otosavaruuden 2 tn-mitta.

Olkoon (X,Y) : 2 — S1 xSy diskreetilld tn-avaruudella (€2, P) mééritelty
satunnaisvektori ja oletetaan, etté tila-avaruudet S, .59 ovat numeroituvia.

Lause 3.12. Olkoon x € Sy sellainen, etti Px(x) > 0. Tdlldin tapahtuman
{Y =y} todenndikiisyys ehdolla {X = z} voidaan laskea (X,Y):n ja X:n
jakaumien avulla kaavasta

Pixyy(z,y)

P =yl X =2) = =

(3.2)

Lisdikst kuvaus y — P(Y =y | X = ) on joukon Sa tn-funktio.

Todistus. Merkitdén A = {w : X(w) = z} ja B = {w : Y(w) = y}. Télloin
ANB ={w: (X(w),Y(w)) = (z,9)}, joten

Koska liséksi P(X = z) = P(A) = Px(x), voidaan péitelld, ettd

P(Y =y|X=2) = P(B|4) = P(§<2>B) - P();Z(;)?y)'

Siispé (3.2) pitdd paikkansa.
Jalkimméisen vaittdmaéan toteen ndyttidmiseksi todetaan Lauseen 3.3 avul-
la, ettd X:n jakauma on (X, Y):n ensimméinen reunajakauma, joka saadaan

kaavasta
Py@) = 3 Px(a,y).
YyES2

Nyt kaavaa (3.2) kdyttdmélla nahdédén, ettd

_ _ _ EyeSQP(X,Y)(x7y) . Px(l’) _
y;ZP(Y—y’X—x) = o) = g = 1
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3.6 Riippumaton satunnaisjono

Monissa tosimaailman ilmioissé ei ole luonnollista yldrajaa satunnaisvekto-
rin pituudelle. Esimerkiksi satunnainen opiskelija voi kdyd& uusimassa tietyn
kurssin tentin periaatteessa rajattoman monta kertaa. Téllaisia ilmioitd on
luontevinta mallintaa kéiyttden numeroituvasti dédretontd kokoelmaa riippu-
mattomia satunnaismuuttujia X7, Xo, X3,.... Jos kyseiset satunnaismuut-
tujat saavat arvoja numeroituvassa tila-avaruudessa S, on luontevaa tulkita
satunnaisjono X = (X7, Xo,...) satunnaismuuttujaksi, jonka tila-avaruus
on ddreton tulojoukko S =S5 x § x --- Ongelmana on, ettd joukko S ei
en#d ole numeroituva toisin kuin S™, ei vaikka rajoituttaisiin dérelliseen poh-
jajoukkoon S. Ylinumeroituvan joukon stokastiikka on teknisesti hankalaa,
koska téllaisen joukon todennékoisyyksié ei voida esittdéd tn-funktion avul-
la. Tn-mitan avulla todennékoisyydet voidaan esittda, mutta télloinkaén ei
valtytd teknisiltd hankaluuksilta. Ylinumeroituvan joukon €2 tn-mittaa ei
nimittain yleensé voida mééritelld kaikille 2:n osajoukoille, vaan joudutaan
rajoittumaan johonkin pienempéén osajoukkojen kokoelmaan. Nité asioita
késitelladn tarkemmin tn-teorian kursseilla. Témén kurssin puitteissa tyy-
dytadn muotoilemaan seuraava tulos ilman todistusta.
Yieinen tn-avaruus on kolmikko (€, .4, P), missi

e otosavaruus {2 on jokin, ei vilttdmattd numeroituva, joukko,

e tapahtuma-avaruus A on kokoelma otosavaruuden osajoukkoja, jolle
péatee:

- QeA,
—Ae A = A°c A,
—A;e Ajie ] = UierA; € A, I numeroituva

e kuvaus P: A — R on tn-mitta

Lis#ksi sanotaan, kun .S on numeroituva, ettd X : 2 — S on yleiselld tn-
avaruudella (€2, A, P) mééritelty S-arvoinen satunnaismuuttuja, jos {X =
s} € A kaikilla s € S.

Yleisesti médritelldén, ettd mielivaltainen kokoelma (X;);c; satunnais-
muuttujia on riippumaton, jos kokoelma (Xj;);er, on riippumaton kaikilla
aarellisilla Iy C I. Seuraava tulos on Lauseen 3.6 yleistys &érettomille jo-
noille.

Lause 3.13. Olkoot p; numeroituvien tila-avaruuksien S; tn-funktioita, i =
1,2,... Tdllsin on olemassa yleinen tn-avaruus (2, A, P) ja silld madritellyt
keskenddn riippumattomat satunnaismuuttujat X1, Xo, ..., missi X; nou-
dattaa jakaumaa p; kaikilla i =1,2,. ..
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Todistus. Todistus sivuutetaan tdmén kurssin puitteissa. Todistuksen voi
lukea esim. Kallenbergin kirjasta [1, Theorem 3.19]. Ennen kyseisen todis-
tuksen lukemista lukijaa kuitenkin suositellaan kdyméin mitta- ja integraa-
liteorian syventévéa kurssi. O

4 Odotusarvo

4.1 Satunnaisluvun odotusarvo

Olkoon (€2, P) diskreetti tn-avaruus ja P tn-funktiota P vastaava tn-mitta.
Positiivisen satunnaisluvun X : Q@ — S C Ry odotusarvo maéritelladan kaa-
valla

EX =) X(w)Pw). (4.1)

we

Tamé luku voi olla dérellinen tai dareton. Saman kaavan avulla halutaan
madritelld odotusarvo myos tapauksessa, missé X voi saada negatiivisia ar-
voja. Jos otosavaruus ) on #érellinen, néin voidaankin tehdd. Mutta nume-
roituvasti ddrettomén otosavaruuden tapauksessa yhtélon (4.1) oikea puoli
ei valttdméatta ole hyvin méaritelty tai voi kdyda niin, ettd oikea puoli saa
eri arvoja riippuen summausjérjestyksesta. Tésta syystd madritelladn, etta
reaaliarvoisella satunnaisluvulla X : Q@ — S C R on odotusarvo, jos

ElX| =) |X(w)|Pw) < oc.
weN

Jos reaaliarvoisella satunnaisluvulla X on odotusarvo, yhtdlon (4.1) oikea
puoli suppenee itseisesti ja on néin ollen hyvin méaritelty reaaliluku, jonka
arvo ei riipu summausjirjestyksestd. Reaaliarvoisen satunnaisluvun X, jolla
on odotusarvo, odotusarvo méiritellédin kaavalla (4.1).

Esimerkki 4.1 (Pietarin paradoksi). Kasinolla on tarjolla rahapeli, jossa
potissa on aluksi yksi euro ja sitten heitetdén kolikkoa, kunnes saadaan
klaava. Potin arvo tuplaantuu aina kun saadaan kruuna ja peli paattyy,
kun klaava ilmestyy ensimmaéisen kerran. Pelin pi&ttyessa pelaaja saa potin
itselleen. Olisitko valmis maksamaan 100 eur oikeudesta osallistua kyseiseen
peliin? Mik& on kyseisen pelioikeuden kéypa arvo?

Mallinnetaan tilannetta otosavaruudella Q = {1,2,...}, missd otos w
kuvaa pelin kestoa eli heittokierrosten méards, kunnes ensimmaéinen klaa-
va ilmestyy. Jos kolikonheittosarja tuottaa w — 1 kruunaa ja kierroksella w
klaavan, pelaaja voittaa 2971 euroa. Pelaajan voittama tuotto on siis posi-
tiivinen satunnaisluku V(w) = 2¢~1. Lisiksi otoksen w todennik&isyys on
P(w) = ($)“. Néin ollen pelin tuoton odotusarvo on

BV = 3 V(w)Pw) = i:lzw—l (;)w ~ .

we
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Rationaalinen pelaaja, joka péa#ttdd osallistumisestaan rahapeliin silla
perusteella, ylittdiko pelin tuoton odotusarvo osallistumismaksun, on néin
ollen halukas aina osallistumaan tdhédn rahapeliin, olipa pelin osallistumis-
maksu miten suuri hyvénsa.

Kéytannon tilanteissa tulee usein tarve tarkastaa, onko jollakin reaaliar-
voisella satunnaisluvulla odotusarvo vai ei. Suora tapa on laskea kyseisen sa-
tunnaisluvun itseisarvon odotusarvo ja tarkastaa, onko se darellinen. Tama
voi kuitenkin olla usein turhan hidasta. Seuraava tulos tarjoaa tdhén usein
toimivan oikotien. Satunnaisluku X on rajoitettu, jos on olemassa positiivi-
nen vakio ¢, jolle | X (w)| < ¢ kaikilla w € Q.

Lause 4.2. Jokaisella rajoitetulla satunnaisluvulla on odotusarvo.
Todistus. Viite ndhdéddn suoraan arvioimalla

EX| =) |X(w)|Pw) <) ePlw)=c< o

we weN

4.2 Odotusarvon laskeminen jakauman avulla

Odotusarvoja ei yleensi lasketa suoraan mééritelmésta (4.1), vaan kdyttamalla
satunnaisluvun jakaumaa. Alla oleva tulos kertoo, miten tdmé tehd&éan.

Lause 4.3. Olkoon X : Q — S C R satunnaisluku jakaumanaan Px.

(i) Jos X on positiivinen eli S C Ry, niin X :n odotusarvo saadaan kaa-
vasta

EX = ZSP)((S) (4.2)

seS
(ii) Jos X on reaaliarvoinen, X :lli on odotusarvo, jos ja vain jos
> " Is|Px (s) < o0, (4.3)
ses
ja talloin X :n odotusarvo saadaan kaavasta (4.2).

Todistus. Molemmat viitteet seuraavat suoraan soveltamalla alla todistet-
tua yleisempéd Lausetta 4.5 identtiselle kuvaukselle f(s) = s. O

Esimerkki 4.4. Olkoon X tasajakautunut satunnaisluku &#rellisessé jou-
kossa X(Q2) = S = {z1,...,z,} C R. Télléin X on rajoitettu, koska sen
arvojoukko on dérellinen. Néin ollen (Lause 4.2) X:1l4 on odotusarvo ja se
saadaan Xm jakaumasta kaavallla (4.2). Koska Py (z;) = 1 kaikilla i,

n n
EX = ZSP)((S) = Zl’z Px(.%'z) = %Z{L‘Z
i=1 i=1

seS

Nihdéén siis, ettd X :m odotusarvo on lukujoukon {z1,...,x,} aritmeettinen
keskiarvo.
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4.3 Satunnaismuuttujan muunnoksen odotusarvo

Seuraavassa lauseessa tila-avaruuden S ei tarvitse olla reaalilukujen osajouk-
ko. Se voi olla esim. vektoriavaruus.

Lause 4.5. Olkoon X : Q — S satunnaismuuttuja numeroituvassa tila-
avaruudessa S ja f: S — R jokin kuvaus.

(i) Jos f : S — Ry, niin positiivisen satunnaisluvun f(X) odotusarvo
saadaan kaavasta

Ef(X) = Y f(s)Px(s) (4.4)

(ii) Jos f : S — R, niin reaaliarvoisella satunnaisluvulla f(X) on odo-
tusarvo, jos ja vain jos

> 1£(5)| Px(s) < o0, (4.5)
seS

ja talléin f(X):n odotusarvo saadaan kaavasta (4.4).

Todistus. (i) Oletetaan, etti f : S — R;. Olkoon X s} = {w € Q :
X(w) = s} tapahtuma, etti X saa arvon s € S. Talloin (X 1{s})ses on
numeroituva kokoelma erillisid tapahtumia ja

Ux'sp=a
seS

Téllaista kokelmaa kutsutaan otosavaruuden ositukseksi. Koska positiivisten
termien summa ei riipu summausjirjestyksesté, havaitaan, etta

Y SEWYP@) =Y Y f(X(w)PW).

weN s€ES weX1{s}

Koska X (w) = s kaikilla s € X {5}, voidaan ylldolevan yht#lon oikea puoli
kirjoittaa muodossa

YD fX@IPW =) f(s) Y Pw)

seSweX s} ses weX—1{s}
=D J(s)P(X{s}).
ses

Havaitsemalla, ettd P(X ~1{s}) = Px(s), voidaan piitells, etti

Y fXW)PW) =D f(s)Px(s).

weN SES

Kohdan (i) viite seuraa tasté.
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(ii) Oletetaan, ettd f : S — R. Soveltamalla kohdan (i) tulosta positii-
viseen funktioon s — |f(s)| havaitaan, ettd E|[f(X)| = > ..o |f(s)| Px(s).
Néin ollen E|f(X)| < oo on yhtépitaviéd oletuksen (4.5) kanssa. Oletetaan
sitten, ettéd (4.5) pdtee. Talloin summa ) ¢ f(s) Px(s) suppenee itseises-
ti ja néin ollen sen arvo ei riipu summausjarjestyksestéd. Téstéd seuraa, etté
kohdan (i) todistuksessa tehty pééttelyketju voidaan toistaa kohta kohdalta,
ja néin ollen yhtilo (4.4) pitee myds tissi tapauksessa. O

4.4 Odotusarvon lineaarisuus ja monotonisuus

Lause 4.6 (Positiivisen odotusarvon lineaarisuus ja monotonisuus). Olkoot
X ja Y positiivisia satunnaislukuja. Tadlloin:

(1) E(aX +bY) = aEX + bEY kaikilla a,b > 0.
(i) X <Y = EX <EY.

Todistus. (i) Positiivitermisen summan summausjérjestysté vaihtamalla ha-
vaitaan, etta

E(aX+bY) =Y (aX (w)+bY (w)P(w) = Y aX(w)P(w)+ > bY (w)P(w).

weN weN weN

Viite (i) seuraa téstd tuomalla vakiot a ja b summien eteen.
(ii) Jos X (w) < Y (w) kaikilla w € €2, niin

EX =Y Xw)Pw) <) Y(wPw) =EY.
weN weN

O

Lause 4.7 (Reaaliarvoisen odotusarvon lineaarisuus ja monotonisuus). Ol-
koot X ja'Y reaaliarvoisia satunnaislukuja, joilla on odotusarvo. Tdlldin:

(i) Reaaliarvoisella satunnaisluvulla aX 4+bY on odotusarvo E(aX +bY") =
aEX + DEY kaikilla a,b € R.

(i) X <Y = EX <EY.

Todistus. (i) Merkitddn Z = aX + bY. Télloin |Z] < |a||X| + |b]|Y] ja
soveltamalla Lausetta 4.6 ndhd&dén, etté

E|Z] < E([a||X] + [[[Y]) = [a|E[X]| + [D[E]Y'|
Koska E|X| < oo ja E|Y| < oo, téstd ndhdédén, ettd Z:lla on odotusarvo

EZ =) (aX(w)+bY (w))P(w),
weN
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ja oikeanpuolimmainen summa suppenee itseisesti. Vaihtamalla itseisesti
suppenevan summan summausjirjestystid ndhdain, ettd viite (i) on tosi.
(ii) Oletetaan, ettd X(w) < Y(w) kaikilla w € Q. Télloin W > 0 ja
Lauseen 4.6 perusteella positiivisen satunnaisluvun W =Y — X odotusar-
volle pétee EW > 0. Toisaalta kohdan (i) perusteella EW = EY —EX, joten
EY —EX > 0. O

4.5 Riippumattoman tulon odotusarvo

Jos satunnaisluvuilla X ja Y on odotusarvot, niin lineaarisuustuloksen mu-
kaan aina pitee E(X +Y) = EX 4+ EY. Vastaavanlainen ominaisuus tulolle
ei yleensé pidé paikkaansa, paitsi silloin, kun X ja Y ovat riippumattomia.
Seuraava tulos vahvistaa asian.

Lause 4.8. Olkoot X ja Y ritppumattomia satunnaislukuja.
(i) Jos X ja'Y owvat positiwisia, niin EXY = EXEY.

(ii) Jos X ja'Y ovat reaaliarvoisia, joilla on odotusarvot, niin talloin myds
XY :lld on odotusarvo ja EXY = EXEY.

Todistus. (i) Merkitddn Z = (Z1,Z2), missd Z; = X : @ — S; C Ry ja
Zo =Y :Q — Sy C Ry. Téllgin Z on satunnaisvektori tila-avaruutenaan
S = 51 x S,. Lisdksi pitee

EXY =Ef(Z) =) f(s)Pz(s)= D> > f(s1,52)Pz(s1,52)
ses 51€S51 52€852

missd f(s) = s182 on kuvaus S — R;. Koska Z:n komponentit ovat riippu-
mattomat, voidaan sen jakauma Py kirjoittaa komponettiensa tulona (VII-
TE)

Py (s1,82) = Pz,(s1)Pz,(s2) = Px(s1) Py (s2).

Nain ollen positiivitermisen summan summausjérjestysta vaihtamalla nahdéain,
etta

EXY = > > f(s1,52)Pz(s1,52)

$1€S51 s9€52

= Z Z 5182PX(31)PY(52)

s1€S1 $9€855

= Z s1Px(s1) Z s2Px (s2)

s1€51 $2€So
=EXEY.

(ii) Oletetaan, ettd satunnaisluvuilla X : @ — S CRjaY : Q — Sy C R
on odotusarvot. T&lloin kohdan (i) nojalla

E|XY|=E|X||Y| = E[X|E|Y] < oo,
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joten my®ds satunnaisluvulla XY on odotusarvo. Kohdan (ii) viite voidaan
nyt todistaa kopioimalla kohdan (i) todistus askel askeleelta. Summaus-
jarjestysten vaihtaminen on sallittua, koska kaikki késiteltdvat summat sup-
penevat itseisesti. O

5 Stokastinen simulointi

5.1 Diskreetin jakauman simulointi ihanteellisella satunnais-
jonolla

Olkoon p jokin tn-funktio numeroituvasti darettomalld otosavaruudella S.
Seuraavaksi esitetdéin, miten voidaan rakentaa riippumaton jono (X1, Xs,...)
jakaumaa p noudattavia S-arvoisia satunnaismuuttujia kdyttéden riippuma-
tonta jonoa (Uy, Us, . .. ) reaaliakselin yksikkovililld tasajakautuneita satun-
naislukuja. Télldisen jonon voidaan olettaa olevan saatavilla tédydellisesti
toimivasta satunnaislukugeneraattorista.

Satunnaisluku U noudattaa yksikkovilin [0, 1] tasajakaumaa, jos

P(U € (a,b)) = P(U € (a,b]) = P(U € [a,b)) = P(U € [a,b]) =b—a

kaikilla 0 < a < b < 1. Varoitus: Tila-avaruus [0,1] on ylinumeroituva,
joten yksikkovalin tasajakauma ei voi médritelld tn-funktion avulla, vaan
tarvitaan yleisen tn-avaruuden tn-mittoja. Itse asiassa ylldolevasta kaavasta
voidaan pédtelld, ettd P(U = z) = 0 kaikilla x € [0, 1]. Yleisen tn-avaruuden
satunnaislukuja késitellddn tarkemmin todennédkoisyysteorian syventévilla
kursseilla.
Jos S on #érellinen, numeroidaan sen tilat S = {sq, ..., s, } ja méaritellain

¢ :10,1] — S kaavalla

S1, jOS u € [Oatl]a
52, jOS U € (t1>t2]7
P(u) =

Sny jOS u € (tnfla tn]a

missé t, = p(s1) + - + p(sg).

Lause 5.1. Jos S on ddrellinen, niin satunnaismuuttujat X; = ¢(U;), i =
1,2,..., ovat risppumattomia ja noudattavat jakaumaa .

Todistus. Ensiksi havaitaan, ettd ¢(U;) = s1, jos ja vain jos U; < t;. Néin
ollen

Px,(s1) =P(o(U;) = s1) = P(U; < t1) = t1 = p(s1).
Tarkastellaan seuraavaksi jotain tilaa sp, missd k > 2. Havaitaan, etté
o(U;) = sy, tasmélleen silloin, kun U; € (tg_1,tx]. Néin ollen

Px,(sr) = P(¢(U;) = s) = P(U; € (tg—1,tk]) = ti — tp—1 = pu(s).
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Siispé satunnaismuuttujan X; jakauma on pu.

Jonon Xi, Xs,... riippumattomuus seuraa Lauseesta 3.7, jonka mu-
kaan riippumattomien satunnaismuuttujien muunnokset ovat riippumatto-
mia: X I Y = f(X) 1L g(Y). Td&mi on totta kahden satunnaismuuttu-
jan tapauksen lisdksi myos dédrettomille jonoille. ]

Jos S on numeroituvasti déretén, numeroidaan S = {s1, s2, ...} ja mer-
kitdan tp = p(s1) + -+ + wp(sk), kuten edelldkin. Téassikin tapauksessa
¢ :[0,1] — S méidritellddn kaavalla

S1, jOS (NS [O7t1]7
s, jos u € (t1,ta],

Sk jOS u € (tk—latk']’

Koska t;, = Z§:1 pu(sy) < 32521 pisj) = 1, pitee (tg—1,t5] C [0,1] kaikilla
k > 2, kuten pitddkin. Ylldmé&aritelty ¢ on siis hyvin méaéritelty kuvaus
joukosta [0, 1] joukkoon S.

Lause 5.2. Jos S on numeroituvasti ddretdn, niin satunnaismuuttujot X; =
o(U;), i =1,2,..., ovat risppumattomia ja noudattavat jakaumaa p.

Todistus. Lauseen 5.1 todistus toimii my0s tésséd tapauksessa sanasta sa-
naan. O

5.2 Pseudosatunnaislukugeneraattorit

Pseudosatunnaislukugeneraattorit ovat algoritmeja, joiden tavoitteena on
tuottaa jonoja (u1,usg,...), jotka muistuttavat mahdollisimman paljon riip-
pumatonta satunnaisjonoa (U, Us,...), jonka alkiot U; ovat tasajakautu-
neita yksikkovalilld [0, 1].

Tyypillinen pseudosatunnaislukugeneraattori voidaan kuvata kolmikko-
na (S, f, g), missi aérellinen joukko S on generaattorin siséinen tila-avaruus,
kuvaus f : S — S on sekoitusfunktio ja kuvaus g : S — [0, 1] on palautus-
funktio. Algoritmi ottaa syotteekseen siemenluvun zg € S ja sen jilkeen
rekursiivisesti laskee tilat z1 = f(20), 22 = f(21), ...ja palauttaa luvut

up = g(z1), u2 = g(z2), ...

Esimerkki 5.3 (Middle square). Middle square -algoritmin sisdinen tila-
avaruus on S = {0,1,...,9999} ja sekoitusfunktio f : S — S méidritellién
niin, ettd sen syote ensin nelididédén, saatu tulos tulkitaan kahdeksannume-
roisena lukuna (eteen lisdtééin tarvittaessa nollia) ja sitten poimitaan saadun
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kahdeksannumeroisen luvun nelji keskimméistd numeroa. Lyhyesti voidaan
kirjoittaa
f(z) = |2%/100] mod 10000,
missé | x| on luvun z alaspéin pyéristys jax mod 10000 palauttaa osaméirian
x/10000 jakojadnnoksen. Palautefunktio méaritelldén kaavalla
z

9(2) = T5000°

Téatéa algoritmia on helppo laskea kynélld ja paperilla. Lisdksi sen tulokset
néiyttavit lyhyissé iteraatioissa melko satunnaisilta. Algoritmissa on kuiten-
kin lukuisia heikkouksia. Esimerkiksi siemenluvulla zp = 0 kédynnistettyna
algoritmi palauttaa pelkkié nollia.

Kaikissa pseudosatunnaislukugeneraattoreissa on perustavanlaatuisena
heikkoutena se, ettd ne ovat jaksollisia. Nimittdin ldhtien mistd tahansa
adrellisen joukon tilasta zg € S, jono z1, 29, ... lopulta viistaimé&tta osuu jo-
honkin jo kdytyyn tilaan z,,, eli on olemassa luvut m > 1 ja k > 1, joille
Zmak = zZm. Tasté seuraa, etti zy = zp_j ja néin ollen my6s uy = uyp_p kaikil-
la £ > m + k, joten luvusta m + k eteenpéin generaattorin tuottamat luvut
tiedetddn ennalta. Pieninté lukua k, jolle néin kéy, kutsutaan generaattorin
jaksonpituudeksi. Nykypéivan numeerisen laskennan ohjelmistoissa yleisesti
kéytetty 32-bittinen Mersenne twister -algoritmi on suunniteltu niin, etta
sen jaksonpituus on huikea 219937 —1 ~ 4.3 x 10091, Tama ylitdhtitieteellisen
suuri jaksonpituus takaa, ettei toistuvia jonoja ikind ndhda kédytdnnon las-
kelmissa.

5.3 Fysikaaliset satunnaislukugeneraattorit

Fysikaaliset satunnaislukugeneraattorit perustuvat jonkin kaoottisen tai muul-
la tavoin vaikeasti ennakoitavan fysikaalisen ilmion mittaamiseen. Tyyp-
piesimerkki kaoottisesta systeemistd on lottokone, missé kimpoilevien lot-
topallojen kaoottinen dynamiikka tekee arvonnan tuloksen ennustamisesta
kéytdnnossd mahdotonta. Muita tdméintyyppisid satunnaislukugeneraatto-
reita ovat esimerkiksi kolikko, noppa ja rulettipyord. Nykypédivan krypto-
grafisiin tarpeisiin edellimainitut menetelmét ovat kuitenkin liian hitaita
ja kalliita. Nopeita satunnaislukugeneraattoreita saadaan mittaamalla sa-
tunnaisilta vaikuttavia luonnonilmisité, kuten elektronien lampdokohinaa tai
ilmakehiin sihkomagneettista kohinaa'.

6 Satunnaisluvun keskittyminen

Olkoon (€2, P) diskreetti tn-avaruus ja P tn-funktiota P vastaava tn-mitta.
Tarkastellaan satunnaislukua X, jolla on odotusarvo EX. Mitd kyseinen

'Esim. http://www.random.org/.
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odotusarvo kertoo yksittdisen otoksen pohjalta arvotusta X:n arvosta? In-
tuitiomme kertoo, ettd X:n arvon tulisi melko todennékoisesti olla kohtuul-
lisen lahelld odotusarvoa E, eli jossain mielessé

X ~EX.
Vastaavasti empiiriset kokeilut antavat aihetta uskoa, ettd jos satunnaisluvut
X1,..., X, ovat riippumattomia ja jakautuneita kuten X, niin
Xi+... X
A1t An ~FEX
n

ja liséiksi arvion pitéisi olla sitd tarkempi, mitéd suurempi n on.

Tésmaillisen merkityksen antaminen ylldoleville yhtéloille ei ole aivan
itsestdéin selvid, koska vasen puoli on satunnainen luku siind misséd oikea
puoli on deterministinen.

6.1 Satunnaisvaihtelun kvantifiointi

Jotta arviolle X ~ EX saadaan tédsméllinen merkitys, tarvitaan keinoja
kvantifioida X :n satunnaisvaihtelua, eli kuinka paljon X:n arvot tyypillisesti
poikkeavat odotusarvostaan. Luonnollinen ajatus on laskea matemaattinen
odotusarvo poikkeamalle | X —EX|, joka itsesséén on positiivinen satunnais-
luku. Painotettu versio kyseisesté suureesta saadaan laskemalla odotusarvo
nelispoikkeamalle | X — EX|?. Satunnaisluvun X, jolla on odotusarvo EX,
variansst madritelladn kaavalla

Var(X) = E(X —EX)? € [0, oc].

Vaikka neliopoikkeaman kéytto tuntuu intuitiivisesti vihemmén luontevalta
kuin absoluuttisen poikkeaman, on varianssi silti yleisimmin kéytetty satun-
naisvaihtelun mittari. Tdmé johtuu siité, ettéd varianssi kdyttaytyy kauniisti
riippumattomien summien suhteen, kuten kohta nahd&éan.

Seuraava tulos vahvistaa, ettd varianssi voidaan aina laskea jakaumasta.

Lause 6.1. Olkoon X jokin satunnaisluku, jolla on odotusarvo m = EX ja
jakauma Px numeroituvalla tila-avaruudella S C R. Tdllgin

Var(X) = Z(s —m)?Px(s).

seS

Todistus. Méiritelldin funktio f : S — Ry kaavalla f(s) = (s—m)?. T#llsin
Lauseen 4.5:(i) mukaan

Var(X) = Bf(X) = 3 f(s) Px(s) = 3_(s = m)*Px(s).

seSs seSs
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Lause 6.2. Olkoon X ja Y satunnaislukuja, joilla on odotusarvot.
(i) Var(1) = 0.
(i) Var(aX) = a? Var(X) kaikilla a € R.

(i7i) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y), jos X 1L Y.

Todistus. Todistetaan kohta (iii) ja jitetddin muut harjoitustehtéviksi. Mer-
kitdin mx = EX ja my = EY. Havaitsemalla ensin, etti

(X +Y —E(X +Y))* = (X —mx) + (Y —my))
= (X — mX)2 + 2(X - mx)(Y - my) + (Y — mY)Z,
voidaan odotusarvon lineaarisuuden nojalla kirjoittaa
Var(X +Y) = E(X —mx)? + 2E(X —mx)(Y —my) + E(Y —my)2

Ylldolevassa yhtélossé keskimmaéinen termi oikealla on nolla, koska Lauseen 3.7
mukaan X 1l Y = X —mx 1LY —my ja Lauseen 4.8 mukaan

E(X —mx)(Y —my) =E(X —mx)E(Y —my) =0.
Néin ollen
Var(X +Y) = E(X — mx)? + E(Y —my)? = Var(X) + Var(Y).
O

Lause 6.3. Olkoon Xi,...,X, rippumattomia satunnaislukuja, joilla on
odotusarvot. Talloin

Var(X; +---+X,,) = Var(Xy)+ -+ Var(X,).

Todistus. Tapaus n = 2 seuraa Lauseesta 6.2. Yleisempi tapaus jatetddn
harjoitustehtévaksi. ]

6.2 Keskittymisepayhtiloita
Lause 6.4 (Markovin epéyhtils). Olkoon X positiivinen satunnaisluku.
Tdlloin

EX
P(X >a) < Y kaikilla a > 0.

Todistus. Valitaan a > 0 ja merkitdin A = {w € Q: X(w) > a}. Talloin

EX =) X(w)P(w)>> X(w)P(w).

we wEA



Koska X (w) > a kaikilla w € A, seuraa téisté, ettd

EX >a ) Pw)=dP(X > a).
wEA

Viite seuraa jakamalla ylldolevan epédyhtdlon molemmat puolet luvulla a.
O

Lause 6.5 (Chebyshevin epayhtils). Olkoon X reaaliarvoinen satunnaislu-
ku, jolla on odotusarvo EX. Tdlldin

Var(X)

P(IX —EX|>¢) < 5 kaikilla € > 0.
€

Todistus. Merkitdin Y = (X — EX)?2. Téllsin Markovin epiyhtilon avulla
nahd&én, etté

EY?
e

P(|X —EX|>¢) =P(Y > €*) <

Viite seuraa tésté, koska EY = Var(X). O

7 Suurten lukujen laki

7.1 Stokastinen suppeneminen

Sanotaan, ettd satunnaisjono (Z1, Za,...) suppenee stokastisesti satunnais-
lukuun Z, jos kaikilla € > 0 pétee

P(|Z, —Z| >¢€) -0, kunn — oo.

Talloin merkitaan
zZ, &z

Jono (Z1, Za, . ..) suppenee otoksittain satunnaislukuun Z, jos Z,(w) —
Z(w) kaikilla otoksilla w € Q.

Lause 7.1. Jos Z,, — Z otoksittain, niin silloin Z, E) Z.

Todistus. Sivuutetaan. O

7.2 Heikko suurten lukujen laki
Seuraava tulos kertoo, miten

X1+ + X,
n

~EX

suurilla n arvoilla voidaan maéritella tarkasti. Kyseistéd tulosta kutsutaan
heikoksi suurten lukujen laiksi.
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Lause 7.2. Olkoot X1, Xo,... riippumattomia satunnaislukuja, jotka nou-
dattavat samaa jakaumaa kuin satunnaisluku X, jolla on odotusarvo EX ja
varianssi Var(X) < co. Tdlloin

P<‘X1+.--Xn
n

Var(X)
2

—EX’>€> <

€“n

kaikilla € > 0 jan > 1, ja lisiksi

X4 X
S LN EX, kunn — oco.
n

Todistus. Merkitiin Z, = 1 (X1 +--- X,,). Talloin EZ,, = EX ja varianssin

n
summakaavasta (Lause 6.3) seuraa, etti

_ Var(X)

1
Var(Z,) = s Var(X; + -+ + X,)

Niin ollen Chebyshevin epéyhtélon (Lause 6.5) nojalla

X1+ X Var(Z Var(X
P('M_EX‘>6>:IP>QZ”—EZ”\>6)§ ar(Zn) _ VarlX)
n € en
Ensimméinen véite seuraa téastd. Jalkimméinen véite seuraa ensimméisesté,
koska ylaraja Vi‘;(f) — 0, kun n — oo. O

Suurten lukujen laista on olemassa useita vahvempia versioita. Tamén
kurssin tarkoituksiin ylla esitetty versio on kuitenkin riittdvén vahva.
7.3 Monte Carlo -simulointi

Seuraavaksi esitetdédn tapa saada simuloimalla selville satunnaismuuttujan
X jakauma, kun kaytossd on tapa generoida riippumaton jono Xi, Xo,...
satunnaismuuttujia, jotka ovat jakautuneet kuten X.

Tapahtuman A C Q indikaattori on satunnaismuuttuja 14, jolle pitee

{1, kun w € A,

0 muuten.

Joskus kiytetddn mukavuussyistd merkintdd 14(w) = 1(w € A).

Tehtdva 7.3. Tapahtuman A C Q indikaattori 14 on Bernoulli-jakautunut
joukossa {0, 1} parametrilla p = P(A), eli

]P(]-A:O) = 1_p7
P(la=1) = p.
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Seuraava tulos kertoo, miten satunnaismuuttujan X jakauma Px voi-
daan arvioida mielivaltaisen tarkasti, jos on saatavilla riippumaton jono
satunnaismuuttujan X tavoin jakautuneita satunnaismuuttujia Xi, Xo,...
Tatd menetelmééd kutsutaan Monte Carlo -simuloinniksi. Satunnaisvekto-
rin (X1,...,X,) empiirinen jokauma on tn-funktio u, : S — R, joka
maééritellddn kaavalla

1
:U‘n(s) = ﬁ Z 1{Xi:s}7 s€S.
i=1

Empiirinen jakauma pisteessé s kertoo siis suhteellisen osuuden satunnais-
muuttujista Xy, ..., X,, jotka saavat arvon s. Koska pu, riippuu arvonnan
(Xq,...,X,) tuloksesta, on se itsessdéin satunnainen funktio. Suurilla n:n
arvoilla empiirinen jakauma on kuitenkin likimain deterministinen, kuten
seuraava tulos kertoo.

Lause 7.4. Olkoon X : Q — S satunnaismuuttujo numeroituvassa tila-
avaruudessa S jakaumanaan Px. Tdlloin kaikilla s € S pitee

fin(s) = Px(s),

kun n — oo.

Todistus. Valitaan jokin s € S. Olkoon Z = 1;x_, tapahtuman {X = s}
indikaattori ja Z; = 1{x,—s tapahtuman {X; = s} indikaattori. T&ll6in sa-

tunnaismuuttujat Z1, Zs, ... ovat riippumattomia ja kukin jakautunut kuten
Z. Liséksi

EZ = Px(s)
ja

Var(Z) = Px(s)(1 — Px(s)) < oc.

(Niiden tarkastaminen jiatetddn lukijalle harjoitustehtéviiksi.) Suurten lu-
kujen lain (Lause 7.2) perusteella

1 ¢ 1g~, P
~D x— = Zi — EZ=Px(s)
=1 =1

8 Uhkapelit

8.1 Kasinon tuotto ja riski
8.1.1 Identtiset pelaajat
Tarkastellaan kasinoa, missd K identtistd pelaajaa pelaa samaa pelid samalla

tavoin panostaen. Péivin aikana pelataan n kierrosta. Kullakin kierroksella
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kukin pelaajaa voittaa +1 EUR tn:1ld p ja havidd 1 EUR tn:lld ¢ = 1 — p.
Olkoon #; indikaattori tapahtumalle, ettd kierroksella ¢ pelaajat voittavat.
Talloin kunkin pelaajan k tuotto kierrokselta ¢ on

Xip =200, —1).

Kasinon tuotto kierrokselta ¢ on

K
Yi==> Xk
k=1

ja kasinon péivatuotto on néin ollen

n K
Sn=) > (1-20).

i=1 k=1

Koska Ef; = p, tastd ndhdédn, ettd kasinon odotettu piaivituotto on
ES,, = Kn(1 — 2p).
Vastaavasti, koska Var(;) = p(1 — p), on kasinon péivéituoton varianssi
agvn = Var(S,) = 4K%np(1 — p)

ja keskihajonta

s, =2y p(1 —p)Kv/n.

Esimerkki 8.1. Kasinolla K = 5 pelaajaa pelaa péivin aikana n = 480
kierrosta rulettia. Jokainen pelaaja pelaa samassa rulettipoydéssé ja panos-
taa euron pienille luvuille (1 — —18). Oletetaan, ettid jokaisella pelaajalla
on tililldan tarpeeksi pddomaa niin, ettei kukaan joudu lopettamaan kesken
péivéan varojen loppumisen vuoksi. Merkitdédn rulettipelin tuloksia symbo-
lein (Uy,...,U,). Naméi ovat riippumattomia ja tasajakautuneita joukossa
{0,1,...,36}. Télléin 6; = 1x,ep1,18 on Bernoulli-jakautunut parametril-
la p = 18/37. Sijoittamalla ndméi lukuarvot ylldoleviin kaavoihin havaitaan,
ettd kasinon piivituoton odotusarvo on noin 64.86 EUR ja keskihajonta
noin 109.50 EUR.

8.1.2 Riippumattomat pelaajat

Tarkastellaan seuraavaksi edellé esitellyn kasinon muunnelmaa, missd pe-
laajat toimivat toisistaan riippumattomasti ja panostavat euronsa toisistaan
riippumattomiin tapahtumiin. T&lloin pelaajan k tuotto kierrokselta ¢ on

Xig =20, — 1,
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missé satunnaismuuttujat 0;; ovat riippumattomia Bernoulli-jakautuneita
parametrilla p. Talloin kasinon péivétuotto on

n K
Sp=>_> (1—20;y).

i=1 k=1

Kuten edellé, taménkin kasinon odotettu péivituotto on
ES,, = Kn(1 — 2p).
Kasinon péivatuoton varianssi sitdvastoin on tissé tapauksessa
0% = Var(S,) = 4Knp(1 — p)

ja keskihajonta
os, =2vp(l —p)VEn.

Tuoton odotusarvo on siis sama, mutta keskihajonta on pienentynyt kertoi-

mella VK.

Esimerkki 8.2. Kasinolla K = 5 pelaajaa pelaa péivian aikana n = 480
kierrosta rulettia. Jokainen pelaaja pelaa yksin omassa rulettiptydéasséian
ja panostaa kullakin kierroksella euron pienille luvuille. Oletetaan, ettd jo-
kaisella pelaajalla on tilillién tarpeeksi pddomaa niin, ettei kukaan joudu
lopettamaan kesken péivan varojen loppumisen vuoksi. Merkitddn rulet-
tipoydén k tuloksia symbolein (Uy g, ..., Uy ). Namé ovat riippumattomia
ja tasajakautuneita joukossa {0,1,...,36}. Talloin 6, = Ly, req,18]y on
Bernoulli-jakautunut parametrilla p = 18/37. Sijoittamalla ndm# lukuar-
vot ylldoleviin kaavoihin havaitaan, ettd kasinon péivétuoton odotusarvo on
noin 64.86 EUR ja keskihajonta noin 48.97 EUR. Esimerkkiin 8.1 verrattuna
kasino saa tisséd tapauksessa saman keskituoton pienemmaélla riskilla.

Vertailemalla Esimerkkejé 8.1 ja 8.2 ndhdéén, ettd kasino voi pienentéd
liiketoimintansa riskid hajauttamalla pelaajat useaan toisistaan riippumat-
tomaan rulettipOytédn. Naissd esimerkeissé erot keskihajonnassa ovat eu-
romédraisesti pienié, mutta samantyyppisté ajattelua voidaan soveltaa pank-
kitoiminnan riskeihin. Téll6in yllaimainittujen esimerkkien lukuihin voidaan
liséitd seitsemén nollaa perdén ja pankki, jonka riskitaso keskihajonnalla mi-
tattuna, on kaksinkertainen muihin pankkeihin verrattuna on suuressa vaa-
rassa ajautua konkurssiin. Hajautusilmioé tunnetaan hyvin sijoitustoiminnas-
sa, missd osakesalkun riskid pyritddn pienentidméédn valitsemalla salkkuun
useiden eri yhtididen osakkeita. Tdh&n ilmioon perustuu myos vakuutus-
toiminta, missé esim. yksittdisen omakotitalon tulipaloon tai vesivahinkoon
liittyvé aineellinen riski pienennetééin hajauttamalla se vakuutussopimuksen
kautta usean kiinteistonomistajan keskuuteen.
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8.2 Pelurin vararikko

Monella uhkapelurilla on mielessédén jokin tavoitetaso n, miten korkealle hian
haluaa kartuttaa paddomansa. Téllainen peluri yleenséd pelaa uhkapelid niin
kauan, kunnes hénen piddomansa saavuttaa tason n tai hdn menetti kaikki
rahansa. Oletetaan, ettd pelurilla on alussa ¢ euroa, ja ettd kukin pelikierros
muista riippumatta tuottaa euron voittoa tn:ll4 p ja euron tappiota tn:lld g =
1 — p. Olkoon #, indikaattori tapahtumalle, ettd peluri voittaa kierroksella
t. T&lloin pelurin tuotto kierrokselta ¢ on

Xy =20,—-1

ja pelurin pddoma t pelikierroksen jélkeen on

¢
Vi=i+ ) X,
s=1
Pelin kesto puolestaan on satunnaismuuttuja
T =min{t >1:V, € {0,n}}.

Periaatteessa voi kidyda niin, ettd V; ei koskaan osu tasolle 0 tai n, jolloin
ylldoleva minimoitava aikaindeksien joukko on tyhjd. Tamén tilanteen va-
ralle sovitaan, ettd tyhjdn joukon minimi on &#drerton. Satunnaismuuttuja
T saa siis arvoja numeroituvassa tila-avaruudessa Z4 U {oo}. Seuraava tulos
kuitenkin osoittaa, ettd téllainen uhkapeli aina lopulta padttyy.

Lause 8.3. Ylld kuvattu peli padttyy todenndkoisyydelld yksi.

Todistus. Oletetaan, ettd yhden kierroksen voitto-tn p < 1. (Tapauksessa
p = 1 peli selvésti pééttyy viimeistddn n kierroksen kuluttua.) Merkitdan

symbolilla
kn+n

Ag= () {6 =0}
t=kn-+1
tapahtumaa, etté peli tuottaa n kertaa perikkéin tappiota kierroksilla kn +
1,k+2,...,kn+n. Tapahtuman Ay sattuessa peluri vaistaméttd menettaa
rahansa, mikédli hdn on vield kierroksen kn jélkeen pelissd mukana. Né&in
ollen {T" = oo} C Af kaikilla kK =0,1,..., joten erityisesti

K
{T =} C ﬂ Af
k=0

kaikilla K > 0. Koska pelikierroksia kuvaavat satunnaismuuttujat 6y, 6s, . ..
ovat riippumattomia, pitee

K K K
e ((142) - ITtap - I - w0
k=0 k=0

k=0
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Pelikierrosten riippumattomuuden nojalla péatee myos

kn+n

P(Ay) = [[ PO=0)=q",

t=kn+1

joten néin ollen

K
P(T =o0) <P (ﬂ A;) = (1—g¢mE+L

k=0

Koska ylldoleva epéyhtilo pétee kaikilla K > 0 ja koska 1 —¢" € (0, 1), voi-
daan ylliolevan epayhtélon oikealla puolella viedd K — oo ja tédstd padtella,
ettd P(T' = oo) = 0. Néin ollen T' < oo tn:ll4 yksi. O

8.2.1 Tavoitteeseen pidisyn ja vararikon todennikdéisyydet

Olkoon r; tn tapahtumalle, ettd alkupddomalla ¢ € {0,1,...,n} aloittava
peluri saavuttaa tavoitetasonsa n. T&lléin 1 — r; on kyseisen pelaaan tn
menné vararikkoon. Jos ¢ = 0, niin peluri on heti vararikossa ja selvéstikin
ro = 0. Jos taas ¢ = n, niin peluri on heti tavoitetasollansa ja t&lléin r,, = 1.
Yleisesséd tapauksessa 1 < ¢ < n — 1 luvun r; laskemisessa voidaan edeté
seuraavasti.

Tarkastellaan n+1 peluria, joista kukin pelaa saman pelin riippumatonta
kopiota. Oletetaan, etté kaikilla pelureilla on sama tavoitetaso n ja pelurilla
¢ on alkupéfioma 4, missd 7 = 0,1, ..., n. Merkitdén symbolilla 0; ; indikaat-
toria tapahtumalle, ettd pelurin ¢ pelaamassa pelissé tulee voitto kierroksella
t. Talloin pelien riippumattomuusoletuksen mukaan satunnaismuuttujat 0; ;
ovat riippumattomia. Olkoon V; tapahtuma, ettd peluri ¢ saavuttaa tavoite-
tasonsa. Tarkastellaan, mitd ensimmaéiselld kierroksella tapahtuu pelurille 2,
missé 1 <4 < n— 1. Avainhavainto on huomata, etti pelurin ¢ tn saavuttaa
tavoitetasonsa ehdolla {6;1 = 1} on sama kuin pelurin i + 1 tn ylipd&nsa
saavuttaa tavoitetasonsa, eli

P(V;|0;1 = 1) = P(Vig1).
Vastaavanlaisella paéttelylla ndhd&én, etté

P(V;|0;1 =0) =P(Vi_1).
Néin ollen

P(V;) = qP(Vi|6i1 =0)+pP(V;|0;1 = 1)
= qP(Vi—1) + pP(Vig1).

Koska r; = P(V;), pétee siis

Ti = qri-1 + Priy1
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kaikilla ¢ = 1,...,n — 1. Ratkaisemalla ylldoleva yhtédloryhmé kayttden reu-
naehtoja rog = 0 ja r,, = 1 (harjoitustehtdvi) ndhdéén, etta

hola/p)"
"ola/p)

Tapauksessa p = ¢ (reilu peli) tdmé sievenee muotoon

Ty =

(8.1)

1
T, — —
n
ja tapauksessa p # ¢ muotoon
- 1= (a/p)
(2
1—(q/p)"

8.2.2 Ahne peluri

Ahne peluri asettaa tavoitetasonsa n hyvin korkealle. Ahneen pelurin voi-
tolle padsyn todennékoisyydestd saadaan mielikuva tutkimalla, miten kaa-
vassa (8.1) laskettu r; kdyttdytyy suurilla n arvoilla. Reilun pelin (p = ¢q)
tapauksessa ‘
i
ri=——0, kunn — oo.
n

Yleisessd p # q tapauksessa taas

Ty =

1—(q/p) 0, kun p < ¢,
1L —(q/p)" 1—(q/p)", kun p > q.

Nahdé&én siis, ettéd epédsuotuisassa ja reilussa pelisséd ahneen pelurin tn saa-
vuttaa korkea tavoitetaso on likimain nolla. Suotuisassa pelissé kyseinen to-
denniikédisyys sitévastoin on likimain 1 — (¢/p)’. Kehittyneempii tekniikoita
kéyttden on mahdollista todistaa, etta pelurin, jonka tavoitetaso on dédreton,
todennékoisyys ansaita ddrettomaén suuri varallisuus on epésuotuisalle ja rei-
lulle pelille nolla, ja suotuisalle pelille 1 — (¢/p)*.

9 Todennikoisyydet generoiva funktio

Olkoon X : Q — Z. diskreetilld tn-avaruudella (2, P) mééritelty positii-
vinen satunnainen kokonaisluku jakaumanaan Pyx. Satunnaisluvun X to-
denndkoisyydet generoiva funktio (tng-funktio, tngf) mairitellién kaavalla

Gx(t) = EtX = Z t* Px (k
niille ¢ € R, joille oikealla oleva potenssisarja suppenee.
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Esimerkki 9.1. Joukon {1,2,...} geometrinen jakauma onnistumis-tn:lla
p € (0,1) on tn-funktio

k) = (1= p)lp, k=1,2,...

Olkoon X:1l4 jakauma p. Télloin X voidaan tulkita Z,-arvoisena satunnais-
lukuna jakaumanaan Px : Z4 — R, missd

Prk) = 0, k=0,
X B (1_p)k71p, k:1727"‘

X:n todennikdisyydet generoiva funktio saadaan laskemalla
oo oo [e.e]
Gx(t) =) t"Px(k) =Y "1 -p)p=pt Y (1 -pt)*.
k=0 k=1 k=0

Oikeanpuolinen sarja suppenee, kun (1 — p)|t| < 1 ja hajaantuu muulloin.

Nain ollen
pt 1

< —.
1-(1-p)t g p

Gx(t) = =

9.1 Tng-funktio mairai jakauman

Todennékdoisyydet generoivia funktioita késitellddn derivoimalla potenssisar-
joja. Seuraava tulos sisdltéd pahkindnkuoressa térkeimmét tiedot potenssi-
sarjojen teoriasta.

Lause 9.2. Olkoon G(t) = >_0° axt* positiivista lukujonoa (ag,ay,...) vas-
taava potenssisarja.

(i) On olemassa sellainen R > 0, ettd sarja G(t) suppenee aina kun
lt| < R ja hajaantuu aina kun |t| > R. Kyseinen luku R on nimeltddin
potenssisarjan suppenemisside.

(ii) Funktiolla G on kaikkien kertalukujen jatkuvat derivaatat vililli (—R, R)
ja potenssisarjan G(t) voi derivoida termeittiin mielivaltaisen monta
kertaa aina kun |t| < R.

(iii) Jos R > 1, niin G(t) = Y_p—ak, kun t — 1 alhaalta.
(iv) G(t):mn derivaattaa vastaavalla potenssisarjalla > ° kayt®!
suppenemisside kuin G(t):n potenssisarjalla.

on sama

Todistus. Témé asia oletetaan tunnetuksi aiemmilta kursseilta. Katso esim. [,
Lemma 5.10, Lause 5.11]. O

38



Lause 9.3. Positiivisen satunnaisen kokonaisluvun X tng-funktio Gx on

aina mdadritelty joukossa [—1,1]. Gx mdadrdd X :n jakauman yksikisitteisesti

kaavalla

Gy(0)
ko

missd Gglg) on funktion Gx k:s derivaatta.

Todistus. Kun |t| < 1, niin

Px (k) = k=0,1,2,...,

Gx(B)] <[Py (k) <3P
k=0 k=0

Niin ollen Gx on aina mééritelty vililli t € [—1, 1] ja potenssisarjan > re , t* Px (k)
suppenemisside R > 1. Lauseen 9.2 mukaan G x:lli on kaikkien kertaluku-

jen derivaatat vélilla (—1, 1), jotka voidaan laskea derivoimalla sarja termi
termiltd. Néin tekemélld havaitaan, etté

thkpx k) =Y kt*"' Px(k)
k=1
ja
G% Z yr 4 ik " Px(k) = k(k — 1)t"2 Px(k),
k=2

mistéd induktion voimin p#atelldén, ettd Gx:n j:s derivaatta toteuttaa

3 t):ik(k—l)---(k—j+1)tk_jPX ﬂZ( >tk I Px (k)
k=j

kaikilla j > 0. Sijoittamalla ylliolevaan kaavaan t = 0 ja muistamalla po-
tenssisarjojen mésritelmén mukainen kiytianto t© = 1 kaikilla ¢, havaitaan

etta
—J'Z( >ok i Py(k) = j1Px(j).

Viite seuraa jakamalla ylldolevan yht&lon molemmat puolet j:n kertomalla.
O

9.2 Odotusarvon ja varianssin laskeminen

Lause 9.4. Olkoon X positiivinen kokonaislukuarvoinen satunnaisluku ja
oletetaan, ettd X :n tng-funktio Gx on mddritelty pisteessi to > 1. Talldin
X:lld on ddrellinen odotusarvo ja varianssi, jotka saadaan laskettua kaa-
voista

EX = G\ (1) (9.1)

ja
Var(X) = G% (1) + Gx (1) — (Gx (1)), (9.2)
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Todistus. Koska GG x on médritelty pisteessi tg, on Gx:44 vastaavan potens-
sisarjan suppenemisside R > 1. Lauseen 9.2 mukaan Gx:44 voidaan néin
ollen rajatta derivoida luvun 1 ympéristosséd. Kaksi ensimmaéisté derivaattaa
yleiselle ¢ ovat

o0 d (o]
! Yk _ k—1
ENOEDY ot Px (k) >kt P (k) (9.3)
k=1 k=1
ja
o d o0
" _ k-1 — _ k—2
Gty =) Rt P (k) > k(k — 1)t72 Px (k). (9.4)
k=2 k=2
Sijoittamalla ¢ = 1 havaitaan, etti
Gx(1) =Y kPx(k) =Y kPx(k)=EX,
k=1 k=0
joten (9.1) pétee. Liséksi
(1) = k(k—1)Px(k) => k(k—1) Px(k) = E(X(X — 1)).
k=2 k=0

Esittamaélla X:n varianssi muodossa
Var(X) =EX? — (EX)? = E(X(X — 1)) + EX — (EX)?,
nihdédin, ettd (9.2) pétee. O

Esimerkki 9.5. Olkoon X satunnainen kokonaisluku, joka noudattaa geo-
metrista jakaumaa joukossa {1,2,...} onnistumis-tn:lld p € (0,1). Miten
lasketaan X:n odotusarvo ja varianssi? Ndamé voidaan laskea suoraan kaa-
voista

oo o0
EX =) kPx(k) ja Var(X)=) (k-EX)*Px(k),
k=0 k=0
mutta helpompi tapa on hyddyntéds Esimerkissé 9.1 laskettua tng-funktiota
pt 1
Gx(t)= ———, |t| <=,
x(0)= 2o <

missd g = 1 — p. Derivoimalla néhdéén, etta

p(l—qt) = (=q)(pt) _ p
ANO=TT 0w Ty
ja
") = 0-(1—qt)>—p-2(1—qt)(—q) _2pg(1—qt)  2pq
S (1—qt)* S (l-g)t  (A—gqt)¥
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Sijoittamalla ¢t = 1 saadaan

1
Ge(l)=—Pr =
x(1) (1-q2 »p
ja
2pq 2q
Gh(l)= 4 ==
x(1) (1—q)3  p?
Naiin ollen )
EX ==
P
ja ,
2g 1 1 2g+p—1 1-—p
Var(X :+—<> = = )
0 P p \p p? p?

Esitetddn viela tarkempi tulos odotusarvon laskemisesta tapauksessa,
missé ei vilttdmatta etukiteen tiedetéd, onko Gx:n potenssisarjaa vastaa-
va suppenemisside aidosti suurempi kuin yksi.

Lause 9.6. Olkoon Gx jonkin Z-arvoisen satunnaisluvun X tngf. Tdlldin

EX = lim G'x (1) € [0, 00,

missd ylldoleva raja-arvo otetaan t:n lihestyessd alhaaltapdin lukua 1.

Todistus. Koska aina pétee Gx (1) = 1, on G x:n suppenemisside on R > 1
ja niin ollen Lauseen 9.2:(ii) mukaan G x on rajatta termeittdin derivoituva
vélilld (—1,1). Pisteessd t € (0,1) derivaatta voidaan kaavan (9.3) avulla
kirjoittaa muodossa

G (t) = i ktF=1 Py (k).
k=1

Lauseen 9.2:(iv) mukaan ylldolevan G’y :n potenssisarjan suppenemisséde on
sama kuin Gx:m. Néin ollen Lauseen 9.2:(iii) perusteella

13%111G3((t) = kPx(k)=) kPx(k)=EX.
k=1 k=0

9.3 Satunnaissumma

Tarkastellaan summaa N
M = Z Xi7
i=1

missé sekd summattavat X, Xo, ... ettd summausindeksi N ovat Z_, -arvoisia
satunnaislukuja. Y1l& tulkitaan Z?:1 X;=0.
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Lause 9.7. Oletetaan, ettd N, X1, Xo, ... ovat risppumattomia ja ettd sa-

tunnaisluvut X1, Xo, ... ovat samoin jokautuneita. Tdlloin satunnaissum-
man M = Zfil X; tngf:lle pitee

Gu(t) = GN(Gx, (1))
kaikilla t € [-1,1].

Todistus. Tapahtuman {N = n} sattuessa M saa arvon y ., X;. Satun-
naisluvun t™ lauseke voidaan néin ollen kirjoittaa muodossa

o0 o0 n
= D Lwam = = ) L [T
n=0 n=0 =1

missé oikealla puolella sovitaan, etté H?Zl =1.
(i) Oletetaan, ettd 0 < t < 1. Télloin viemé&lld odotusarvo positiiviter-
misen summan sisédin ja kdyttamalla riippumattomuutta ndhdaén, etté

E@tM) = iﬂz (1{N:n} ﬁtXi)
n=0 i=1

o0 n
=Y P(N =n) [[E".
n=0 i=1

Koska kukin X; on jakautunut kuten X, seuraa ylldolevasta etté
o0
Gu(t) =) Gx,(t)"P(N = n) = E (Gx,()") = Gn(Gx, (¢)).
n=0

Koska Z, -arvoisen satunnaisluvun tngf:lle aina pétee G(t) < 1 kaikilla ¢ €
[0, 1] (harjoitustehtévi), ndhdasn ylldolevasta kaavasta, ettd 0 < G (t) < 1.

(i) Kun |[¢| < 1 on mahdollisesti negatiivinen, voidaan yht#lod [tM| =
[t|M kiyttien ensin varmistaa, etts

E[t"| = Gu(Jt]) < oo,

joten satunnaisluvun t™ odotusarvo on olemassa ja generoivia funktioita
vastaavat potenssisarjat suppenevat itseisesti pisteessi ¢t. Tamén havainnon
jilkeen voidaan (i)-kohdan lasku toistaa myos luvulle ¢ € [—1,0). O

10 Stokastiset populaatiomallit

10.1 Haarautumisprosessi

Galton—Watson haarautumisprosessi on satunnaisjono (Zo, Z1, . . . ), joka mééri-
telladn kaavoilla Zg =1 ja
Zn—l
Zn=Y Xni n=12,.., (10.1)
i=1
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missd (X, i)n>1,4>1 ovat rilppumattomia ja samoin jakautuneita Z. -arvoisia
satunnaislukuja. Ylldolevassa summassa tulkitaan Z?:1 = 0. Kyseinen pro-
sessi mallintaa populaatiota, missid jokainen yksilo eldd tédsmélleen yhden
aikayksikon (sukupolven) ja elikaarensa loppuvaiheessa tuottaa satunnai-
sen maaran jilkelaisid, jotka jatkavat lisdantymistd muista riippumatta. Sa-
tunnaisluku Z,, kuvaa populaation kokoa n:nnen sukupolven jélkeen ja X, ;
voidaan tulkita n:nnen sukupolven i:nnen yksilon jilkeldisten lukumé#aréksi.
Alkuhetkelld populaation koko on Zy = 1.

Olkoon X satunnaisluku, joka kuvaa geneerisen yksilon jélkeldisten lu-
kuméérad, ja olkoon Px sité vastaava jakauma. Télloin jokainen X, ; nou-
dattaa jakaumaa Px joukossa Z,. Jilkeldisten lukumé&édréin jakauma on
populaatiomallin ainoa parametri, joten se méaarittdd koko satunnaisjonon
(Zo, Z1, ... ) jakauman. Populaatiomalliin liittyvit keskeiset kysymykset liit-
tyvét pitkén aikavilin kiytokseen (n — 00):

e Voiko populaatio kasvaa rajattoman suureksi?
e Milld tn:ll4 populaatio kuolee sukupuuttoon?

e Onko mahdollista, ettd populaatio siilyy elossa rajallisen kokoisena
loputtoman kauan?

Seuraavissa alaluvuissa kehitelldén teoriaa, jonka avulla ylldoleviin kysy-
myksiin voidaan vastata.

10.2 Population koon generoiva funktio

Populaation koon jakauma hetkelld n on vaikea laskea suoraan haarautu-
misprosessin mééritelmésté, koska rekursiivisen kaavan (10.1) summausin-
deksi on satunnainen. Sitd vastoin vastaavan tngf:in laskeminen osoittautuu
helpommaksi.

Lause 10.1. Populaation koon tnfg mielivaltaisella ajanhetkelld n > 1 to-
teuttaa
Gz,(t)=Gxo---0Gx(t), [t[<1,

missd oikealla puolella on yksilon jalkikasvun tnfg:n Gx yhdistetty kuvaus
itsensd kanssa n kertaa.

Todistus. Populaation koko ajanhetkelld n = 1 on Z; = X1 1. Koska X
noudattaa samaa jakaumaa kuin X,

GZ1 (t) = GX1,1(t) = GX<t)

kaikilla t, joille Gx on mééritelty. Viite siis patee, kun n = 1.
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Tehdaén seuraavaksi induktio-oletus, etté viite pétee jollain ajanhetkelld
n — 1. Talloin haarautumisprosessin méiritelman mukaan

Zn—l

Zn = Z Xn,iv
=1

missé ylldolevat summattavat ovat riippumattomia ja kukin noudattaa ja-
kaumaa Py . Lisdksi satunnainen summausindeksi Z,,_1 voidaan esittda de-
terministisené (joskin varsin monimutkaisena) funktiona satunnaisluvuista
(Xm,i)m<n—1,i>1. Koska satunnaisluvut (Xp,i)m<n—1,>1 ovat riippumatto-
mia satunnaisluvuista (X, ;);>1, voidaan néyttas, ettd myos Z,_1 on riippu-
maton satunnaisluvuista (X, ;);>1. Nyt Lausetta 9.7 soveltamalla havaitaan,
etta

Gz,(t) =Gz, ,(Gx(t)).

Induktio-oletusta kayttdmaélla ndhdain nyt, ettd viite patee myods ajanhet-
kelld n. ]

10.3 Haarautumisprosessin trendi

Lause 10.2. Oletetaan, ettd yksilin jalkikasvun kokoa kuvaavalla satunnais-
luvulla X on odotusarvo EX € (0,00) ja etti X :n tngf on mddritelty jossain
pisteessd tog > 1. Tdlloin

EZ, = (EX)" kaikilla n > 0.
Todistus. Lauseen 10.1 avulla voidaan kirjoittaa

Gz,4,(t) = Gx(Gz,(t)).

Koska Gx on mééaritelty pisteesséd tg > 1, on se derivoituva avoimella vilila
(—to,tp). Kéyttdmilla Gx:n jatkuvuutta pisteen 1 ympéristosséd voidaan
induktion avulla todistaa, ettd mytds Gz, on derivoituva jollain pisteen 1
siséltavalla avoimella vélilld, kaikilla n. Derivoimalla yllédolevan yhtdlon mo-
lemmat puolet t:n suhteen ndhdééan, etta

Zo (1) = Gx(Gz, (1)) G, (1)

Sijoittamalla ylldolevaan kaavaan ¢ = 1 ja muistamalla, ettd Gz (1) = 1,
havaitaan etta

Gz, (1) = Gx(1) G, (1).
Koska Z-arvoisen satunnaisluvun odotusarvo on sitid vastaavan tngfin de-
rivaatta pisteessd 1 (Lause 9.4), seuraa téstéd ettd

EZ,41 = EXEZ,.

Koska ylldoleva kaava pétee kaikilla n, viite seuraa. O
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Lauseen seurauksena ndhdéén, ettd kun n — oo,

0, EX >1,
EZ, — <1, EX =1,
0, EX < 1.

T&ama4 tulos vastaa intuitiota: Jos jokainen vieston yksilo tuottaa keskiméarin
yli 1 jalkeldisté, kasvaa vékiluvun odotusarvo eksponentiaalisesti.

10.4 Sukupuuton todennikdisyys

Olkoon
n = P(Z, =0 jollain n > 1)

todenn#koisyys tapahtumalle, ettd populaatio menee sukupuuttoon. Seu-
raava tulos kertoo, miten kyseinen luku voidaan méaarittéad jalkikasvun koon
generoivasta funktiosta.

Lause 10.3. Populaation sukupuuton todenndkdisyys n on jalkikasvun koon
tngf:n Gx pienin kiintopiste vdlilla [0, 1].

Todistus. (i) Néytetddn ensiksi, ettd 7 on Gx:n kiintopiste. Kirjoitetaan n

muodossa
n="P (U{Zn:0}>
n=1

ja todetaan, ettd tn-mitan jatkuvuuden nojalla
(G o) (G o)

Ylldmainittu jatkuvuusominaisuus seuraa yleisen tn-avaruuden tn-mitan ak-
sioomista; sitd késitelladn tarkemmin todennékoisyysteorian syventévilla
kursseilla. Seuraavaksi havaitaan, etti

Uz =0} = {z, =0},

silld {Z; = 0} C {Z; = 0} kaikilla ¢ < j. Néin ollen voidaan kirjoittaa

r
1= 2 (U =01) = i .

n=1

missé 1, = P(Z, =0).
Generoivia funktioita kidyttden voidaan kirjoittaa

P(Zr = O) = GZT (0),
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ja Lauseen 10.1 avulla

Gz.(0) = Gx(Gz,_,(0)).
N4iin ollen
nr = Gx(nr-1) (10.2)

kaikilla r» > 1. Koska luvut n ja n, ovat todenndkdisyyksié, kuuluvat ne vélille
[0,1] ja Gx on suppenevana potenssisarjana jatkuva kyseiselld viililld. Néin

ollen
T—00

n=lim 7, = lim Gx(n—1) = Gx(lim 7,-1) = Gx (n).

Néin ollen n on G x:n kiintopiste.

(ii) Oletetaan seuraavaksi, ettd ¢ € [0, 1] on mielivaltainen Gx:m kiinto-
piste ja néytetddn, ettd n < t. Todetaan ensiksi, ettd koska G x on kasvava
vélilla [0, 1] ja Z; jakautunut kuten X, niin

m = P(Zl = 0) = Gx(O) < Gx(t) =t.
Siispa 11 < t. Toisaalta yhtélon (10.2) ja G x:n kasvavuuden avulla

2 =Gx(m) < Gx(t) =t

Siispd my6s 72 < t. Néin jatkaen voidaan padtelld, ettd n,. < t kaikilla r > 1.
Néin ollen

g ].In < t .
77 77'] =
D

Esimerkki 10.4. Tarkastellaan populaatiota, missé yksilon jéalkelédisten lu-
kuméird noudattaa joukon Z, geometrista jakaumaa parametrilla p € (0, 1),
jolloin

Px(k)=(1—-p)*p, k=0,1,...

Jalkikasvun koon odotusarvo ja tngf saadaan kaavoista (harjoitustehtévé)

l—-p P 1
EX =2  ja  Gy(t)=—2F2 < ——.
p & 1—(1—-p)t d 1—p
Funktion G x kiintopisteet vililli [0, 1] ovat toisen asteen yht#lon

I
1—(1-p)t

ratkaisuja, joille pétee

t_l:t\/l—élp(l—p) 11— 2p|

2(1—p) 2(1—p)

=t — (Q-pti—t+p=0
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Kiintopisteyhtélon ratkaisut ovat ¢ = ﬁ jat =1. Lauseen 10.3 nojalla siis
sukupuuton todennékoisyys on

1
B 1fp, kun p < 3,
n= .
1, muutoin.

Esimerkiksi tapauksessa p = 1/7 jokainen yksilo tuottaa keskiméérin kuusi
jalkeldista ja populaatio kuolee sukupuuttoon tn:ll4 %.

10.5 Varma sukupuutto

Populaatio kuolee varmuudella sukupuuttoon, kun n = 1. Voidaanko jakau-
maa Px tutkimalla helposti ndhd&, milloin n = 17 Vastaus on kylla, kuten
seuraava tulos osoittaa.

Kommentti: Kun EX = 1, tapahtuu silti sukupuutto. Malthus.

Lause 10.5. Oletetaan, ettd haarautumisprosessin jalkikasvun koolle X pdtee
Px (O) > 0.

(i) Jos EX > 1, niin populaatio sdilyy hengissd ikuisesti todenndikdisyydelld
1—-ne(0,1).

(ii) Jos EX < 1, niin populaatio kuolee sukupuuttoon todenndkdisyydelli
n=1.

Tapauksessa EX = 1 vaikuttaa Lauseen 10.5 tulos olevan ristiriidassa
Lauseen 10.2 suhteen, jonka mukaan EZ,, = 1 kaikilla n. Toisaalta populaa-
tio varmuudella lopulta kuolee sukupuuttoon, mutta toisaalta populaation
koon odotusarvo on yksi kaikilla n. Tamé silmiinpistdvéan epéintuitiivinen
tulos on térked osoitus siité, ettd pelkistddn odotusarvoja tuijottamalla ei
aina saada todellista kuvaa siitd, mitd satunnaisilmitssé todella tapahtuu.

Todistus. Lauseen 10.3 perusteella sukupuuton todennékoisyys n on tngf:n
Gx pienin kiintopiste vililla [0, 1]. Koska Gx (1) = 1, on Gx:d4 vastaa-
van potenssisarjan suppenemisside vahintédén 1 ja néin ollen Gx on rajatta
termeittdin derivoituva avoimella valilld (—1,1). Tngfin toinen derivaatta
pisteessé ¢ € (—1,1) laskettiin kaavassa (9.4) muotoon

G%(t) = i k(k —1)t*=2 Px (k).
k=2

Téstd nihddén, ettd G’ () > 0 kaikilla ¢ € [0, 1) ja néin ollen G’y on kasvava
vililld [0,1). Lauseen 9.6 perusteella G’y (u) — EX, kun u 1 1. Néin ollen
havaitaan, ettd G’y (u) < EX kaikilla u € (0, 1).

(i) Oletetaan ensiksi, ettd EX < 1. Téstd seuraa, ettd

1
1-Gx(t) = Gx(1) — Gx(t) = /t G (u) du < (1 — t)EX,
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joten
: Gx(t)—t>1—-t—(1-t)EX=(1-¢t)(1-EX) >0

kaikilla ¢ € [0,1). Gx:lla ei siis ole kiintopisteitd valilla [0,1). N&in ollen
=1

(ii) Oletetaan seuraavaksi, ettd EX > 1. Tallsin EX = 1 + € jollain

e > 0. Koska G’y (u) — EX, kun v 1 1 ja G’y on kasvava vililla [0,1),

voidaan péatelld, ettd Gy (u) > 1+ ¢€/2 jollain avoimella vélilld (ug, 1). Néin
ollen

1
1= G () = Gx(1) — Gx(ug) = / Ge(w)du > (1+¢/2)(1 — u).

Erityisesti 1 — Gx(ug) > 1 — g, joten funktiolle f(t) = Gx(t) — t pétee
f(up) < 0. Toisaalta f(0) = Px(0) > 0, joten jatkuvuuden perusteella f:ll&
on vihintddn yksi nollakohta vililla (0,ug). Kyseinen nollakohta on Gx:n
kiintopiste, joten G x:n pienin kiintopiste vélilld [0,1) toteuttaa n < ug <
1. Toisaalta yhtélostd Gx(0) = Px(0) > 0 ndhdéén, ettd 0 ei ole Gx:m
kiintopiste. Néin ollen n € (0,1).

(iii) Oletetaan nyt, ettd EX = 1. Tehd&én lisdoletus, ettd X tngfin
suppenemissidde on aidosti yli yksi, jolloin Gx on rajatta termeittdin deri-
voituva luvun yksi ympéristosséd. Lauseen véittdmé pitdd paikkansa myos
ilman téaté lisdoletusta (ks. [2, Luku 5.4]), mutta todistus on teknisesti han-
kalampi, koska tdlloin joudutaan tutkimaan Gx:n derivaattojen vasemman-
puoleisia raja-arvoja luvun yksi ldheisyydessé.

Nyt E(X — 1) =0, joten

oo o
Px(0) = Px(0) + E(X — +Z —1)Px(k Z —1)Px(k
k=0 k=2

Koska ylla Px(0) > 0 ja oikeanpuolimmaisen summan termit ovat positiivi-
sia, voidaan paitelld, ettd Px(¢) > 0 jollain ¢ > 2. Merkitédén mukavuuden
vuoksi py = Px (¢). Néin ollen

Gl(t) > £t — 1)yt
vélilla [0, 1], josta padtellddn, ettd kaikilla ¢y > 0 ja kaikilla t € [¢o, 1] pétee
G (t) > 0(0 — 1)peth 2 = c.
Nain ollen

L= Gh(t) > BX — Gy () = G (1) — Gl /G” Vu > (1 —1)

ja integroimalla jélleen, ndhdéén etta
1 1 1—t C
/(1—G'X(u))du20/ (1—u)du:c/ vdvzi(l—t)Q.
t ¢ 0
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Kéayttamalld tietoa Gx (1) = 1 havaitaan, ettd

1
[ (0= G du= (1= 1) = (Gx(1) = Gux(t) = Gix() .
joten kaikilla t > ty pétee

Gx(t)—t>=(1—-1t)>>0.

oo

Koska ¢y oli mielivaltaisesti valittu vélin (0,1) luku, voidaan todeta, ettd
Gx(t) > t kaikilla ¢t € (0,1). N&in ollen Gx:1l4 ei ole kiintopisteitd valilla
(0,1), joten n = 1. O

11 Satunnaisverkot

11.1  Solmut ja linkit

Suuntaamaton verkko on jérjestetty pari G = (V, E) missd E on joukon V
jirjestdmittomien parien V() osajoukko. Joukon V = V(G) alkioita kut-
sutaan verkon solmuiksi ja joukon E = E(G) alkioita sen linkeiksi. Verkon
solmuparia merkitdan lyhyesti zy = {z,y}, ja méaritelmin mukaan zy ja
yx tarkoittavat samaa solmuparia. Kun xy € E(G) sanotaan, etté linkki xzy
kytkee solmut x ja y. T&ll6in solmut x ja y ovat toistensa naapureita. Verkon
koko on sen solmujen lukumééréd |V (G)|.

Suunnattu verkko méaritellain samaan tapaan, mutta siinéd linkit ovat
jirjestettyjé pareja, eli jokaisella linkilld on suunta. Téssé monisteessa rajoi-
tutaan késittelemédn ddrellisid suuntaamattomia verkkoja. Jatkossa termi
verkko aina tarkoittaa suuntaamatonta verkkoa.

Esimerkki 11.1 (Tyhji ja tdydellinen verkko). Solmujoukon V' tyhji verk-
ko on verkko (V, (). Tyhjissd verkossa mikééin solmupari ei ole kytketty. Sol-
mujoukon V' tiydellinen verkko on verkko (V, V(Q)). Téaydellisesséd verkossa
kaikki solmut ovat toistensa naapureita.

Verkon G = (V, E), jonka solmujoukko on V' = {vy,...,v,}, naapuruus-
matriist on n X n -matriisi X, misséa

{1, jos solmut v; ja v; ovat kytkettyji,
ij =

0, muuten.

Suuntaamattoman verkon naapuruusmatriisi on mééritelmén mukaan sym-
metrinen ja sen diagonaalialkiot ovat nollia. Verkon G rakenne méérittyy
tdysin naapuruusmatriisista X, silla

B(G) = {viv; e V1 Xi5 =1}
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Koska naapuruusmatriisi X on aina symmetrinen ja sen diagonaali nolla,
riittdd naapuruusmatriisin ja sitd myoten koko verkon linkkijoukon méaéaraa-
miseksi tuntea alkiot (X;;:1<i<j <n).

Solmun x naapurusto on joukko

N(z)={y e V(G):xy € E(G)}

ja solmun aste on sen naapureiden lukuméird d(xz) = |N(z)|. Kun V =
{v1,...,vp}, solmun v; aste saadaan naapuruusmatriisista rivisummana
n
d(v;) = E Xij
i=1

11.2 Satunnaisverkko

Olkoon (2, P) diskreetti tn-avaruus ja V jokin dérellinen joukko. Solmujou-
kon V' satunnaisverkko on G(V')-arvoinen satunnaismuuttuja

G:Q—Gg(\V),

missé

G(V)={(V.E): EC V)]
on solmujoukolla V' madriteltyjen verkkojen kokoelma. Verkkojoukko G(V')
on adrellinen, vaikkakin valtavan suuri: kokoa |V| = n olevassa solmujou-
kossa on |V (2| = (3) jdrjestdmétonté solmuparia, joten |G(V)| = 2(3). Sa-
tunnaisverkon G jakauma on verkkojoukon G(V') tn-funktio

Po(g) =P(G=g), geg(V).

Kokoluokkaa n olevan satunnaisverkon G naapuruusmatriisi X = X (G)
on satunnaismatriisi eli {0, 1}"*™-arvoinen satunnaismuuttuja. Huomataan
myds, ettd {0, 1}-arvoinen satunnaismuuttuja X; ; on indikaattori tapahtu-
malle, ettd solmut v; ja v; ovat kytkettyjd. Kun solmujoukon numerointi on
kiinnitetty, tarjoavat satunnaisverkon jakauma ja satunnaisen naapuruus-
matriisin jakauma kaksi vaihtoehtoista ja ekvivalenttia tapaa tarkastella sa-
tunnaisverkkoa.

11.3 Riippumattomasti kytketty satunnaisverkko

Solmujoukon V' = {1,...,n} satunnaisverkko G on riippumattomasti kyt-
ketty kytkentdtodennikoisyydelld p € (0,1), jos silld on jakauma

PG =g) = pP@I(1 _p)(Z)—IE(gH’ gegG(v).

Tamé satunnaisverkko tunnetaan yleisesti Erddsin-Rényin satunnaisverk-
kona. Joskus siitd kiytetddn myOs nimeéd binominen satunnaisverkko tai
Bernoulli-satunnaisverkko.
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Tarkastetaan, etté ylli esitetty lauseke todellakin on verkkojoukon G(V')
tn-funktio. Merkitddan symbolilla G, = {g € G(V') : |[E(g)| = k} niitd solmu-
joukon V' verkkoja, joissa on tédsmélleen k linkkis. Koska verkon kaikkien
solmuparien kokonaismédrd on m = (), havaitaan etté |G| = (). Pilkko-
malla ylldolevan kaavan summa osajoukkoihin Gy néhdéén, etté

Y PG=g) =) > P(G=g)=>_ (Z)pk(l —p)" "

geG(V) k=0 g€y, k=0

Niin ollen binomikaavaa (z+y)™ = i, (7)2™y" " kiyttaméalla ndhdadn,
etta

> rG=g=3 (P)ta-amt ===t

geG(V) k=0

Niin ollen ylld médritelty kaava todellakin on verkkojoukon G(V') tn-funktio.
Seuraava tulos kertoo, miksi riipumattomasti kytketty satunnaisverkko
on nimetty juuri niin kuin se on.

Lause 11.2. Olkoon X = (X, ;) riippumattomasti kytketyn satunnaisverkon
G naapuruusmatriisi. Talloin (X;; : 1 <1 < j < n) ovat riippumattomia
Ber(p)-jakautuneita satunnaismuuttujia.

Todistus. (i) Néytetédén ensin, ettd satunnaisverkon G linkkien lukumé&érasa
kuvaava satunnainen kokonaisluku |E(G)| noudattaa Bin(m, p)-jakaumaa,
missd m = (5). Nyt

P(E(G)| = k) = P(G € Gr),

missd Gy, = {g € G(V) : |E(g)| = k}, kuten ylld. Mutta yll4 jo néhtiin, ettd
tamé lauseke on yhta kuin

RIB(O) =4 = 3 R 9= (7)ot =pmt.

(ii) Valitaan jokin solmupari k¢, missé k < £, ja néytetadn, ettd Xy, on
Ber(p)-jakautunut. Symmetrian perusteella on selvid, ettd P(Xj, = 1) =
P(X;; = 1) kaikilla i < j. Néin ollen

E Y Xij= Y, EX;j=mEXp,=mP(Xpe=1).
(i,§)1i<j (4,5)1<g

Toisaalta ndhdéén, ettd Z (i,j):i<j Xi,j on tésmélleen linkkien kokonaisméara
|E(G)|. Koska (i):n nojalla |E( )| on Bin(m, p)-jakautunut, pitee E|E(G)| =
mp. Siispé ylldolevasta yhtilosta seuraa, etti

P(Xpe=1) =
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Koska X}, ¢:n arvojoukko on {0, 1}, seuraa tésté, ettéd X}, o on Ber(p)-jakautunut.
(iii) Valitaan jotkin luvut z;; € {0,1}, missd 1 < i < j < n. Télléin
tapahtuma
A= {X@j = T ; kaikilla 1 < i < 7 < n}

vastaa tapahtumaa, ettd satunnaisverkko G realisoituu tilaan (V, E,), missi
E,={ijev®: Trmin(i,j),max(i,j) = 1}
Néin ollen
P(A) = P(G = (V,E,)) = pPI(1 —p)m 1Pl = pF(1—p)mF,

missé k = |E;| = ), _; ;. Toisaalta (ii)-kohdan nojalla pitee

P(Xi; = i) = p™ (1 —p)' =",
joten
[[P(Xi; = iy) = [[p7 (1 = p)' 00 = pH(1 = p) -,
1<J 1<j
Pétee siis
P ({Xij=wis} | = [[P(Xij = 2iy)
i<j i<j

kaikilla a; ; € {0,1}. Néin ollen satunnaisluvut (X;; : @ < j) ovat riippu-
mattomat. Ul

12 Pienten lukujen laki

Poisson-jakauma parametrilla A > 0 on tn-funktio p: Z, — R, jolle

_ N

wk)=e k> 0.

k!’ -

Seuraava tulos selittdi, miksi Poisson jakauma on hyvin keskeinen jakau-
ma monien satunnaisilmiéiden mallintajana. Lauseen tulos voidaan vaih-

toehtoisesti ilmaista muodossa X, 4 x , eli satunnaisjono (X,,) suppenee
jakaumaltaan kohti satunnaislukua X (ks. Liite A).

Lause 12.1. Oletetaan, etti satunnaisluku X,, noudattaa Bin(n, A/n)-jakaumaa
kaikilla n, missd X\ > 0. Tdlloin kaikilla k > 0 pdtee

P(X,=k) - P(X =k), kunn — oo,

missid X on Poisson-jakautunut satunnaisluku parametrilla .
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Todistus. Olkoon X Poisson-jakautunut parametrilla A. Valitaan jokin k& >

0. Kaikilla n > k pétee
k n n
AF n! ! nk
G <n’“(n—k‘)'> < - n)

Ylldolevan tulon keskimméinen tekija voidaan kirjoittaa muodossa

=

>
Il

=
Il

k—1

n! _n(n_l)...(n_(k_l))_ n_j_k—l _Z
nk’(n—k)' - nk _jl;[o n —};[()<1 n>7

josta ndhd&in, etta

n!

m—)l, kun n — oo.

Oikeanpuolimmaiselle tekijélle puolestaan pétee

by n—k A n
lim (1 — ) = lim <1 — ) =e N
n—oo n n—oo n

Yhdistamalld yll& tehdyt havainnot ndhd&én, etté

L

P(X,=k) — ¢ o

= P(X = k).
O

Esimerkki 12.2. Www-palvelimelle saapuu valitun sekunnin aikana kes-
kim#drin A = 30 kyselyd. Mitd jakaumaa saapuvien kyselyjen lukumééara
N likimain noudattaa? Oletetaan, ettd kyselyt aiheutuvat suuresta joukos-
ta riippumattomia ja identtisid toimijoita, joita on n kappaletta. Olkoon A;
tapahtuma, ettd toimija ¢ tuottaa kyselyn valitun sekunnin aikana. T&lloin

=1

missé oletuksen mukaan indikaattorit 14, ovat riippumattomia ja samoin
jakautuneita. Merkitain p = E14, = P(4;). Satunnaisluvun N odotusarvolle
péatee

A=EN = np,

joten p = \/n. Niin ollen N noudattaa Bin(n, A/n)-jakaumaa. Kéytdnnon
tilanteissa lukua n ei useinkaan tunneta tarkasti; tiedetddn vain, ettd n on
suuri luku. Télléin voidaan tehdd arvio n — oo ja kiyttéaéd pienten lukujen
lakia (Lause 12.1), jonka mukaan Bin(n, A/n) on l&helld Poisson-jakaumaa
parametrilla A.
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A Suppeneminen jakaumaltaan

Jono satunnaismuuttujia (X,,) suppenee jakaumaltaan kohti satunnaismuut-

tujaa X, merkitiin X, % X, jos
Ef(Xn) = Ef(X)

kaikilla jatkuvilla ja rajoitetuilla funktioilla f. Kun satunnaismuuttujat X,
ja X saavat arvonsa numeroituvassa tila-avaruudessa S, riittda ylla tarkas-
tella pelkdstdén rajoitettuja funktioita f : S — R, silla numeroituvalla ava-
ruudella (joka aina varustetaan diskreetilld topologialla) jokainen kuvaus on
jatkuva.

Lause A.1l. Seuraavat ovat yhtdipitdvid numeroituvan tila-avarvuden S sa-
tunnaisjonoille:

(i) X, % X.
(ii) P(X, € A) — P(X € A) kaikilla A C S.
(i1i) P(X,, =s) = P(X = s) kaikilla s € S.

Todistus. Todistetaan lause kolmessa vaiheessa nédyttamalla toteen seuraa-
mukset (i) = (ii) == (iii) == (i). Kaksi ensimmaist4 vaihetta on helppoja,
kun taas kolmas vaatii vih&n enemmaéan tyota.

(i) = (ii). Oletetaan, ettéd (i) patee ja valitaan mielivaltainen A C S.
Funktio f(s) = 1a(s) on nyt rajoitettu, joten (i):n nojalla

P(X, € A) = E14(X,) — E14(X) = P(X € A).

(ii) = (iii). Oletetaan, ettd (ii) pétee ja valitaan mielivaltainen s € S.
Mééritellaan A = {s}. T&llsin (ii):n nojalla

P(X, =s) =P(X, € A) = P(X € A) = P(X = s).

(ili) == (i). Oletetaan, ettd (iii) pétee ja valitaan jokin rajoitettu
funktio f : S — R. Valitaan my0s jokin mielivaltaisen pieni € > 0. Esitetdén

S numeroimalla sen alkiot muodossa S = {s1, s2,...} ja merkitddn Cj =
{s1,..., sk} Koska 322, Px(s;) = 1, voidaan valita luku k siten, ettd
oo
P(X €Cf)= Y Px(sj)<e
j=k+1

Kirjoitetaan tarkasteltavana olevien odotusarvojen erotus muodossa

Ef(Xn) —Ef(X) = An +Ef(Xn)lix,ecoy — Ef(X)1ix,ece, (A1)
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missé

Ap =Ef(Xo)lix,ecny — Ef(X)ix,ech

Oletuksen (iii) nojalla

Ay =Y f(s)(Px,(s) = Px(s)) = 0,

s€Cl

kun n — oo. Seuraavaksi nihd&én, ettd yhtdlon (A.1) oikean puolen toinen
termi toteuttaa

Ef(Xn)lix,ecer| < IfIIP(Xn € CF) = |IfI] (P(X € CF) + A7),

missé [ f]| = supseg [f(s)] ja
Al =P(X, € C;) —P(X € Cf)
=P(X € Cx) — P(X,, € Cy)
=Y (Px(s) = Px,(s)) =0,

s€Ck

kun n — oo oletuksen (iii) nojalla. Néin ollen siis

Ef(Xn) = Ef(X)] < [An]+[If]] (2P(Xn € CF) + A7)
< Al +[If1] (26 +1A%]) -

Koska |A,| < € ja |Al| < € kaikilla riittdvin suurilla n, ndhd4én etté
[Ef(Xn) —Ef(X)] < (1+3]|f])e

kaikilla riittédvan suurilla n. Koska e oli mielivaltaisen pieni, (i) seuraa. [

B Yleinen tn-avaruus ja satunnaisluku

Kokoelma A jonkin pohjajoukon € osajoukkoja on sigma-algebra, jos se
on suljettu komplementtien, numeroituvien yhdisteiden ja numeroituvien
leikkausten suhteen. Jos A, Ay, As, - -+ € A, niin t&lloin siis myods A€, U A ja
Ng Ag kuuluvat kokoelmaan A. Kuvaus P : A — R on todenndkdisyysmitta,
jos P(Q) =1 ja P(UrAg) = >, P(Ax) aina kun Ay, As, - - € A ovat erillisii.
Kolmikko (£2,.4,P) on tn-avaruus, jos A on :n sigma-algebra ja P sen tn-
mitta.
Reaaliakselin Borelin sigma-algebra B on pienin sigma-algebra, joka sisdltéa

kaikki reaaliakselin avoimet ja suljetut osajoukot. Borelin sigma-algebran
jasenia kutsutaan Borel-joukoiksi. Borel-joukkoja ovat reaaliakselin avoimet
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ja suljetut joukot; avointen ja suljettujen joukkojen komplementit, nume-
roituvat leikkaukset ja yhdisteet; ndiden komplementit, numeroituvat leik-
kaukset ja yhdisteet; ndiden komplementit, numeroituvat leikkaukset ja yh-
disteet; jne.

Yleiselld tn-avaruudella (€2, .4, P) mééritelty kuvaus X : Q@ — R on sa-
tunnaisluku, jos X 1B = {w € Q : X(w) € B} € A jokaisella Borel-joukolla
B C [0,1]. N&itd asioita kisitelldin tarkemmin todenniikéisyysteorian sy-
ventévilla kursseilla.
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