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2.1 Summaestimaatti. Olkoon (Ω,F ,P) tn-avaruus.

(a) Todista, että mielivaltaisille A1, . . . , An ∈ F pätee

P(
n⋃

i=1

Ai) ≤
n∑

i=1

P(Ai). (1)

(b) Anna esimerkki tapauksesta, missä (1) pätee yhtälönä.

(c) Anna esimerkki tapauksesta, missä epäyhtälö (1) on aito.

(d) Yleistyykö (1) numeroituvasti äärettömille yhdisteille?

2.2 Indikaattorisatunnaismuuttuja. Olkoon X tn-avaruudella (Ω,F ,P) määritelty re-
aaliarvoinen satunnaismuuttuja eli satunnaisluku. Joukon A ⊂ Ω indikaattori on
kuvaus 1A : Ω → {0, 1}, jolle 1A(ω) = 1 täsmälleen silloin kun ω ∈ A.

(a) Todista, että 1A on satunnaisluku, kun A ∈ F .

(b) Todista, että X1A on satunnaisluku, kun A ∈ F .

(c) Onko X1A satunnaisluku, jos A /∈ F?

2.3 Tn-mittojen järjestäminen. Olkoot P1 ja P2 tn-mittoja (Ω,F):llä, joille pätee

P1(A) ≤ P2(A) kaikilla A ∈ F . (2)

(a) Todista, että P1 = P2.

(b) Päteekö (a)-kohdan tulos, mikäli oletetaan että (2) pätee vain kaikilla A ∈ A,
missä A on algebra, jolle σ(A) = F?

(c) Päteekö (a)-kohdan tulos, mikäli oletetaan että (2) pätee vain kaikilla A ∈ I,
missä I on π-luokka, jolle σ(I) = F?

2.4 Tulosigma-algebra. Olkoon Fi joukon Ωi sigma-algebra, i = 1, 2. Avaruuden Ω =
Ω1 × Ω2 tulosigma-algebra määritellään kaavalla F = σ(A1 ∪ A2), missä

A1 = {B1 × Ω2 : B1 ∈ F1},

A2 = {Ω1 × B2 : B2 ∈ F2}.

Todista, että I = {B1 × B2 : B1 ∈ F1, B2 ∈ F2} on sigma-algebran F virittävä
π-luokka.

2.5 Borel-joukon katkaisu. Todista, että A ∩ (0, 1] ∈ B(0,1], kun A ∈ B[0,1].


