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3.1 Satunnaisluvun kertymäfunktio. Satunnaisluvun X : Ω → R kertymäfunktio FX

määritellään kaavalla FX(x) = P(X ≤ x), x ∈ R. Todista, että

(a) FX on kasvava,

(b) FX on oikealta jatkuva,

(c) limx→−∞ FX(x) = 0 ja limx→∞ FX(x) = 1.

3.2 Satunnaisvektorin jakauma ja kertymäfunktio. Satunnaisvektorin X : Ω → R
d ja-

kauma PX määritellään kaavalla PX(B) = P(X ∈ B), B ∈ BRd , ja kertymäfunktio
FX kaavalla FX(x) = P(X1 ≤ x1, . . . , Xd ≤ xd), x ∈ R

d.

(a) Todista, että X :n jakauma on tn-mitta avaruudessa (Rd,BRd).

(b) Todista, että X :n jakauman määrää sen kertymäfunktio.

3.3 Annettua kertymäfunktiota vastaavan satunnaisluvun rakentaminen. Satunnaisluku
U : Ω → R on tasajakautunut välillä (0, 1), mikäli sen kertymäfunktiolle pätee
FU(x) = x kaikilla x ∈ [0, 1]. Olkoon X mielivaltainen satunnaisluku ja FX sen
kertymäfunktio.

(a) Oletetaan, että FX : R → (0, 1) on bijektio ja merkitään symbolilla F−1

X
sen

käänteisfunktiota. Todista, että satunnaisluvulla F−1

X
(U) on sama jakauma

kuin X :llä. (Vihje: Tehtävän 3.2 (b)-kohta.)

(b) Lue Sottisen monisteen sivulta 23, miten (a)-kohdan tulos yleistyy mielival-
taiselle satunnaisluvulle, jonka kertymäfunktio ei välttämättä ole kääntyvä.
Valmistaudu esittämään taululle yhteenveto kyseisen sivun päättelystä.

3.4 Äärellistilaisen satunnaisluvun oa. Olkoon X äärellistilainen satunnaisluku.

(a) Perustele, miksi esitys X =
∑

n

i=1
xi1Ai

, xi ∈ R, Ai ∈ BR, ei ole yksikäsitteinen.

(b) Perustele, miksi X :n oa. on silti hyvin määritelty kaavalla

EX =

n∑

i=1

xiP(Ai),

eli yllä olevan yhtälön vasen puoli ei riipu X :n esityksen valinnasta.

3.5 Varmat tapahtumat ja odotusarvon nollautuminen. Olkoon X ≥ 0 positiivinen sa-
tunnaisluku tn-avaruudella (Ω,F ,P) ja An ∈ F .

(a) Todista, että jos P(An) = 1 kaikilla n = 1, 2, . . . , niin myös P(∩∞

n=1
An) = 1.

(b) Todista suoraan positiivisen satunnaisluvun odotusarvon määritelmän pohjal-
ta, että jos EX = 0, niin tällöin P(X = 0) = 1. (Vihje: (a)-kohdasta voi olla
apua.)


