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3.1 Lineaarikombinaatioiden jatkuvuus. Olkoot (Xn) ja (Yn) satunnaisjonoja R
d:ssä ja

a, b ∈ R. Mitkä seuraavista väittämistä ovat tosia:

(a) Xn
m.v.
→ X ja Yn

m.v.
→ Y =⇒ aXn + bYn

m.v.
→ aX + bY .

(b) Xn
P
→ X ja Yn

P
→ Y =⇒ aXn + bYn

P
→ aX + bY .

(c) Xn
Lp

→ X ja Yn
Lp

→ Y =⇒ aXn + bYn
Lp

→ aX + bY .

3.2 Positiivisen satunnaismuuttujan integroituvuus. Olkoon X positiivinen satunnais-
muuttuja jakaumanaan µ, eli tn-mitalle µ pätee µ(R+) = 1.

(a) Näytä, että EX < ∞ jos ja vain jos
∑

n≥0 P (X > n) < ∞.

(Vihje: Kirjoita P (X > n) =
∫
R+

1(x > n)µ(dx), missä 1(x > n) on mukava

vaihtoehtoinen tapa kirjoittaa 1(n,∞)(x).)

(b) Osaatko tulkita summan
∑

n≥0 P (X > n) jonkin satunnaismuuttujan odo-
tusarvona?

3.3 Satunnaisjonon kasvunopeus. Olkoot ξ, ξ1, ξ2, . . . riippumattomia ja samoin jakau-
tuneita positiivisia satunnaismuuttujia. Merkitään ξn = O(nβ) mikäli on olemassa
sellainen luku c, että ξn ≤ cnβ kaikilla n jostain n0 lähtien.

(a) Näytä, että kaikilla α > 0 ja c > 0, seuraavat ovat yhtäpitäviä:

• ξn ≤ cn1/α jostain lähtien melkein varmasti.

• Eξα < ∞.

(Vihje Tehtävä 3.2 ja Borel–Cantelli.)

(b) Näytä, että jos Eξα < ∞, niin ξn = O(n1/α) melkein varmasti.

(c) Näytä, että jos Eξα = ∞, niin lim supn→∞ n−1/αξn = ∞ melkein varmasti.

(d) Osaatko ylläolevien tulosten perusteella päätellä jotain ennätysjonon Mn =
max(ξ1, . . . , ξn) käyttäytymisestä suurilla n?

3.4 Melkein varma suppeneminen on myös stokastista. Olkoon (Xn) satunnainen jo-
no R

d:ssä. Todista seuraava lause [Sottinen, Lause 7.3.2(i)]: Jos Xn → X melkein
varmasti, niin Xn → X stokastisesti.

3.5 Melkein varma dominoitu suppeneminen. Osoite, että Lebesguen dominoidun sup-
penemisen lause [Sottinen, Lause 4.2.1(v)] pätee, kun oletamme vain, että Xn

m.v.
→ X

ja |Xn| ≤ Y melkein varmasti kaikilla n, missä Y on integroituva satunnaismuuttuja.


