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5.1 Vahva suurten lukujen laki. Olkoon (X,) jono riippumattomia ja samoin jakautu-
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neita satunnaismuuttujia. Oletetaan, ettd F|X;| < oo, ja merkitdén p = EXj.
Luennoilla ndytimme, ettd jos p = 0, niin

n ' (X;+--+X,) = pu melkein varmasti.
Yleistéa tdma tulos tapaukseen p # 0.

Empiirinen kertymdfunktio. Olkoon X;, X5, ... jono riippumattomia havaintoja sa-
tunnaismuuttujasta X, jonka kertyméfunktio on F'. Havaintoja X7, ..., X, vastaava
empiirinen kertyméfunktio madritellasin kaavalla

~ E<n:X;<
Fn(x)z#{ = ’“—x}, z € R,
n
missd # A tarkoittaa A:n alkioiden lukuméirdé. Todista, ettd havaintojen kasvaessa
empiirinen kertyméfunktio suppenee todelliseen kertyméfunktioon: F,(z) — F(x)

melkein varmasti kaikilla zx.

Cesaron lemma. Olkoon (b,) kasvava lukujono, jolle pétee b, — oo, ja olkoon (v,,)
jokin lukujono, jolle pétee v, — v,. Todista, etté talloin

(a) o 2ot (O = be—1) vk = Vo,
(b) 2370, vk = Veo.
Satunnaissumman varianssi. Olkoon S, = X7 + - - - 4+ X,,, missd summattavat ovat
nelidintegroituvia, eli EX? < oo kaikilla k. Kahden nelidintegroituvan satunnais-
muuttujan kovarianssi mééritellddn kaavalla Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
(a) Néyté, ettd Cov on L*(2, F, P):n symmetrinen bilinaarimuoto, eli pétee:
e Cov(Y,X) = Cov(X,Y),
e Cov(aX,Y)=aCov(X,Y), a € R,
o Cov(X+Y,7)=Cov(X,Y)+ Cov(Y, 2).
(b) Todista, etté
Var(S,) = ZVar(Xk) +2 Z Cov(Xg, Xy).
k<n k<t<n

Heikko suurten lukujen laki. Olkoon S, = X; + ---X,,, missd nelidintegroituville
summattaville patee EX, = p kaikilla n, Cov(X,,, X,,) = 0 kaikilla m # n, ja
n~2 >0 Var(X;) — 0 kun n — oo.

(a) Niytd, ettd Var(S,) =Y ,_, Var(Xy).

(b) Todista heikko suurten lukujen laki: n=1S, ER wukun n — oo.
(Vihje: Chebyshevin epayhtalo.)

(c) Anna konkreettinen esimerkki riippuvasta satunnaisjonosta (X, ), jolle heikko
suurten lukujen laki pétee.



