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7.1 Kvantulifunktion tasojoukot. Olkoon X satunnaismuuttuja, jolla on kertyméafunktio
F' ja kvantiilifunktio Q(u) = inf{x € R : F(z) > u}. Nédytéd toteen, ettd kaikilla
r € Rjaue (0,1) pétee

Q(u) < x josjavain jos u < F(x).

7.2 Claytonin kopula. Claytonin kopula Cy maéaritelladn kaavalla
Coluy, ug) = (uy? +uy? —1)71°,
missd # > 0. Nayté, etté:

(a) Cy todellakin on kopula.
(b) Cy(uq,uz) — ujug kun 6 — 0.
(¢) Co(uy,uz) — min(uy, ug) kun 6 — oo.

7.3 Kopulaesityksen yksikdsitteisyys jatkuvassa tapauksessa. Olkoon F' jonkin satunnais-
vektorin (X7, ..., X,,) yhteiskertyméafunktio, missa reunakertyméfunktiot £, ..., F,
ovat jatkuvia.

(a) Naytd, ettd X;:n kertymamuunnos F;(X;) on tasajakautunut valilla (0, 1).
(b) Sklarin kopulaesityslauseen mukaan on olemassa kopula C, jolle F'(z1, ..., x,) =

C(Fi(x1),..., Fy(z,)). Naytd, ettd tallaisia kopuloita on tasmélleen yksi.

7.4 Hoeffdingin lemma. Olkoot X; ja X5 nelidintegroituvia satunnaismuuttujia, joiden
yhteiskertyméfunktio on F'.
(a) Néyté, ettd a —b= [ _(1(x > b) — 1(z > a)) dz kaikilla a,b € R.

(b) Néytd, ettd Cov(Xy, Xo) = 3E(X; — X1)(Xy — X5), missé satunnaisvekto-
ri (X1, X,) on satunnaisvektorin (X, X5) riippumaton kopio (eli (X7, X5) on
samoin jakautunut kuin (X;, X3)).

(c) Todista ylldolevia kohtia hyodyntdmalld Hoeffdingin lemma:

Cov(Xy, Xy) = /00 /OO (F(x1,x9) — Fi (1) F3(x2)) drydes.

7.5 Spearmanin rho. Satunnaismuuttujien X; ja Xy Spearmanin rho mééaritelldsn kaa-
valla

ps (X, Xy) = Cor(Fy(X1), Fy(Xy)) = ¢vc<}i)(<)(>ifF<g<))<)>>>

missd Fy ja Fy ovat Xi:n ja Xo:n kertyméfunktiot. Nayta, ettd jos Fi ja Fy ovat
jatkuvia bijektioita joukosta R joukkoon (0, 1), niin

1 1
ps(Xl,Xg) == 12/ / (C(U/17u2) - U1U2) duldUQ,
0 0

missd C' on vektorin (X7, Xs) kopula. (Vihje: Tehtévit 7.4c ja 7.3a.)




