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3.1 Brownin litkkeen ennustaminen. Olkoon (F;) Brownin liikkeen (B;) historia, eli F; = 0(Bs,s < t).

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

Olkoon Y satunnaismuuttuja, jolle pitee E|Y| < 0.

(a) Todista, ettd M; = E(Y|F;) on martingaali.
(b) Laske My, kun Y = By.
(c) Laske My, kun Y = B2,

Brownin litkeestd johdetut martingaalit. Olkoon (By) standardoitu Brownin liike. Tutki, mitka
seuraavista satunnaisprosesseista ovat martingaaleja:

keité.

Oikealta jatkuvan satunnaisprosessin mitallisuus. Tarkastellaan satunnaisprosessia (X;), jonka
polut ovat oikealta jatkuvat. Maéritelldin satunnaisprosessi X (™, missd n € N, asettamalla
x\™ = X ja

XM = Xppnyjon, kun k/2" <t < (k+1)/2"

a) Niyta, ettd kuvaus (t,w) — Xt(") (w) on B(Ry) x F-mitallinen kaikilla n.

Perustele, ettd kuvaus (t,w) — Xi(w) on B(Ry) x F-mitallinen.

(a)
(b) Nayta, ettd kaikilla w ja t pétee Xt(n)(w) — X¢(w), kun n — oo.

()

(d) Pateeko sama johtopddtos vasemmalta jatkuville satunnaisprosesseille?
Brownin litke integrandina. Nayta, ettd Brownin liike (B;) kuuluu funktioluokkaan V(S,T') kaikilla
0 < S < T (Dksendal, méaritelmé 3.1.4).
Brownin litkkeen nelicllinen heilahtelu. Olkoon (B;) standardoitu Brownin liike. Olkoon 0 = tén) <

4()

t(ln) <<t =t jono vilin [0,#] osituksia, jolle pitee maxi<;j<n(t;" — tgi)l) — 0, kun n — oo.

Niiyts, etti
2t L?(Q):ssa.

n
B,ny — B,n)
2 :| t 5"
j=1

(Vihje: E B} = 3t2. Ks. myos Oksendal, tehtéivin 2.17 vihjeet.)

Satunnaisprosessin riippumattomat lisdykset. Satunnaisprosessilla (X;) on riippumattomat lisiyk-
set, mikali lisdykset Xy, — Xy, ..., X¢, — X, , ovat keskenédén riippumattomat seké riippumattomat
Xo:sta kaikilla n € N ja tg < t; < --- < t,,. Todista, ettd jos (X;):1l4 on riippumattomat lisdykset,
niin silloin X5, — X; on riippumaton sigma-algebrasta F; = 0(Xs, s < t) kaikilla ¢,h > 0.



