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4.1 Brownin liikkeen nelion kompensointi. Olkoon (B;) standardoitu Brownin liike ja (F;) sen historia.
Mille ei-satunnaiselle funktiolle (a;) pétee, ettd B — a; on martingaali?

4.2 Martingaaliominaisuus eri historioiden suhteen.

(a) Néayté, ettd jos satunnaisprosessi (X;) on martingaali jonkin historian (F;) suhteen, niin se on
martingaali my&s oman historiansa FX = (X, s < t) suhteen.

(b) Niyta, ettd jos (X;) on martingaali oman historiansa suhteen, niin
EX,=EX, kaikilla t. (1)

(c) Anna esimerkki satunnaisprosessista (X;) jolle pdtee (1), mutta joka ei ole martingaali oman
historiansa suhteen.

4.3 Tto-integraalin odotusarvo ja mitallisuus. Néyti, ettd kaikille satunnaisprosesseille (X;) € V(S,T)
péitee

(a) B fq X,dB; =0,

(b) fST X dB; on mitallinen sigma-algebran Fr = o(B; : s < t) suhteen, kun oletetaan, ettd Fr
sisaltdd kaikki perussigma-algebran F nollamittaiset tapahtumat.

4.4 Ito-integraalin lineaarisuus. Olkoot f,g € V(S,T) ja a,b € R. Nayti, ettd
(a) [q(afi+bg)dB, =a [s fedB;+b[5 gidB; kaikilla a,b € R,
() [ fedBi+ [} f.dB, = [2 fidB; kaikilla U € (S,T).
(¢) Anna esimerkkejd satunnaismuuttujista z, joille patee f; zfrdBy = z f;?r f1 dBy.

4.5 Hilbert-avaruuden isometria. Nayta, etta
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4.6 Ito-integraalin injektiisisyys. Oletetaan, ettd satunnaisprosessit f,g € V(S,T) ja vakiot C,D € R
toteuttavat

kaikilla f,g € V(S5,T), eli
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Néyts, ettd talloin C = D ja f(t,w) = g(¢,w) melkein kaikilla (¢,w) € [S,T] x Q.



