Jyvaskylan yliopisto Harjoitus 5

Matematiikan ja tilastotieteen laitos 21.2.2011
MATS352 Stokastiset differentiaaliyhtélot 1 L. Leskeld
5.1 Ito-prosessin komponentit. Olkoon (X;) Ito-prosessi R:ssé, jolla on esitys muotoa

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

dX: = ux(t)dt + vx (t) dBy.
Olkoon Y; = g(t, X¢), missé g : [0,00) X R — R on kahdesti jatkuvasti derivoituva.
(a) Selvitd satunnaisprosessit uy ja vy, joille pétee
dY: = uy (t) dt 4+ vy (t) dB.

(b) Nayté, ettd satunnaisprosessit uy ja vy toteuttavat Ito-prosessin mééritelméissi (@Dksendal,
Maééritelmé 4.1.1) vaaditut ehdot.

Tton kaavan sovelluksia. Kirjoita seuraavat satunnaisprosessit muodossa dY; = udt + vdBy:

(a) Y: = B}.

(b) ¥ —2+t+er

(c) Yy = B3(t) + B3(t), missi (B, B2) on 2-ulotteinen Brownin liike.

(d) Y, (to +1,By).

(e) Yy = (B1(t) + Ba(t) + Bs(t), B3(t) — B1(t)Bs(t)), missi (B, B2, B3) on 3-ulotteinen Brownin
111ke

Brownin liikkeen nelion integraali. Nayta Iton kaavalla, etté

t 1 t
/deBS:—Bff/ B, ds.
0 3 0

Tto-prosessien osittaisintegrointi. Olkoot X ja Y Ito-prosesseja R:ssa.

(a) Néyta, ettd
d(X,Y;) = X,dY; + Y,dX, + dX, - dY;.

(b) Niyti, etti
t t t
/ X,dY, = X,V — XoYo —/ Y.dX, —/ dX, - dYs.
0 0 0

FEksponentiaalinen martingaali. Olkoon 0(t) = (61(t),- - ,0,(t)) sellainen satunnaisprosessi R™:ss4,
ettd 05 € V[0, T] kaikilla k. Méaritelldén

zu= e [ 006)aB(s) — 30615

missé B on Brownin litke R™:ssd ja 62 = Y _, 67,

(a) Todista, ettd dZ; = Z,0(t)dB(t).
(b) Nayta, ettd Z on martingaali parametrijoukolla ¢ € [0, T'], mikali
(Z:0k(t))ieio,r) € VIO, T] kaikilla k.
Brownin litkkeen momentit. Olkoot B standardi 1-ulotteinen Brownin litkke. Merkitddn [ (t) =
E B

(a) Todista Iton kaavaa kdyttien, ettd
1 t
Br(t) = §k(k - 1)/ Br—2(s)ds; k> 2.
0

(b) Néyti, ettd E B} = 3t? ja laske E BY.

(c) Niyti, ettd E BF on nolla parittomille &, ja etti

(2k)1tF
2kE! 7

E B = k=1,2,...



