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6.1 Laplace-operaattori Itōn kaavassa. Olkoon B Brownin liike R
n:ssä ja f : R

n → R kahdesti jatkuvasti
derivoituva. Näytä, että

f(Bt) = f(B0) +
∫ t

0

∇f(Bs) dBs +
1
2

∫ t

0

Δf(Bs) ds,

missä Δ =
∑n

i=1
∂2

∂x2
i

on Laplace-operaattori.

6.2 Brownin liikkeestä johdettuja martingaaleja. Todista Itōn kaavaa soveltaen, että seuraavat ovat
martingaaleja: a) Xt = et/2 cos Bt. b) Xt = et/2 sinBt. c) Xt = (Bt + t) exp(−Bt − t/2).

6.3 Martingaalin neliöllinen heilahtelu. Tarkastellaan Itō-integraalia dXt = vt ·dBt, missä v ∈ Vn(0, T )
ja B on Brownin liike R

n:ssä.

(a) Näytä esimerkillä, että (X2
t ) ei yleensä ottaen ole martingaali.

(b) Näytä, että jos v on rajoitettu, niin Mt = X2
t − ∫ t

0
|vs|2 ds on martingaali.

6.4 Neliöintegroituva ennustusmartingaali. Olkoon Y FT -mitallinen satunnaismuuttuja siten, että
E |Y |2 < ∞. Tällöin Mt = E(Y | Ft), 0 ≤ t ≤ T on martingaali.

(a) Näytä, että E M2
t < ∞ kaikilla t.

(b) Esitä satunnaisprosessi (vt), jolle pätee Mt = EM0 +
∫ t

0
vs dBs seuraavissa tapauksissa:

(i) Y = B2
T , (ii) Y = B3

T , (iii) Y = exp(σBT ), σ ∈ R vakio. (Vihje: exp(σBt − σ2t/2) on
martingaali.)

6.5 Itōn kaava melkein C2-funktiolle. Oletetaan, että C1-funktiolle g : R → R pätee: g on C2 avoimessa
joukossa R \ {z1, . . . , zn} ja |g′′(x)| ≤ M kun x /∈ {z1, . . . , zn}. Olkoon (Bt) Brownin liike R:ssä.
Näytä, että seuraava Itōn kaava pätee:

g(Bt) = g(B0) +
∫ t

0

g′(Bs) dBs +
1
2

∫ t

0

g′′(Bs) ds.

(Vihje: Valitse gk ∈ C2 siten, että gk → g tasaisesti, g′k → g′ tasaisesti, sekä |g′′k | ≤ M ja g′′k → g′′

joukon {z1, . . . , zn} ulkopuolella.)

6.6 Brownin liikkeen lokaali aika. Olkoon B Brownin liike R:ssä. Halutaan soveltaa Itōn kaavaa funk-
tioon g(x) = |x|. Koska g ei ole C2, arvioimme sitä funktiolla gε(x) = |x|1(|x| ≥ ε) + 1

2 (ε +
x2/ε)1(|x| < ε).

(a) Näytä Tehtävän 6.5 avulla, että

gε(Bt) = gε(B0) +
∫ t

0

g′ε(Bs) dBs + Lε(t), (1)

missä (merkitään |B|:llä joukon B ∈ B(R+) Lebesguen mittaa)

Lε(t) =
1
2ε

|{s ∈ [0, t] : Bs ∈ (−ε, ε)}| .

(b) Näytä (vihje: Itō-isometria), että kun ε → 0,
∫ t

0

g′ε(Bs)1(|Bs| < ε) dBs → 0 L2(P ):ssä.

(c) Todista (viemällä ε → 0 yhtälössä (1)) Tanakan kaava:

|Bt| = |B0| +
∫ t

0

sgn(Bs) dBs + L(t)

missä L(t) = limε→0 Lε(t) (L2(P ):ssä) ja sgn(x) on luvun x merkki.


