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6.1 Laplace-operaattori Iton kaavassa. Olkoon B Brownin liike R™:ssé ja f : R® — R kahdesti jatkuvasti

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

derivoituva. Nayta, etta
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missi A = >0, aa? on Laplace-operaattori.

Brownin litkkeestd johdettuja martingaaleja. Todista Iton kaavaa soveltaen, ettd seuraavat ovat
martingaaleja: a) X; = /2 cos B;. b) X; = e'/?sin By. ¢) X; = (B, +t) exp(—B; — t/2).

Martingaalin neliéllinen heilahtelu. Tarkastellaan Ito-integraalia dX; = vy - dBy, missd v € V*(0,T))
ja B on Brownin liike R™:ssé.

(a) Niyti esimerkilldi, ettéi (X?) ei yleensd ottaen ole martingaali.
(b) Niyti, etti jos v on rajoitettu, niin M; = X2 — fot |vs|? ds on martingaali.

Neligintegroituva ennustusmartingaali. Olkoon Y Fp-mitallinen satunnaismuuttuja siten, ettd
E|Y|? < co. Téllsin My = E(Y | ), 0 <t < T on martingaali.

(a) Niytd, etti E M? < oo kaikilla ¢.

(b) Esita satunnaisprosessi (v¢), jolle piatee My = E My + fg vs dBs seuraavissa tapauksissa:
(i) Y = B2, (ii) Y = B3, (ili) Y = exp(0Br), o € R vakio. (Vihje: exp(cB; — 0?t/2) on
martingaali.)

Iton kaava melkein C?-funktiolle. Oletetaan, ettd Cl-funktiolle g : R — R pétee: g on C? avoimessa
joukossa R\ {z1,...,2,} ja |¢"(z)] < M kun z ¢ {#1,...,2,}. Olkoon (B;) Brownin liike R:ssé.
Nayté, ettd seuraava Iton kaava pétee:

g(B;) = g(Bo) —|—/0 g (B,)dB, + %/0 g"(By) ds.

(Vihje: Valitse g € C? siten, ettd g, — g tasaisesti, gj, — ¢ tasaisesti, sekd |g}/| < M ja g} — ¢”
joukon {z1,...,2,} ulkopuolella.)

Brownin liikkeen lokaali aika. Olkoon B Brownin liike R:ssd. Halutaan soveltaa Iton kaavaa funk-
tioon g(z) = |z|. Koska g ei ole C?, arvioimme sitd funktiolla g.(z) = |z[1(|z] > €) + 1(e +
22/e)1(|z| < e).

(a) Naytd Tehtdvin 6.5 avulla, ettéd

(B) = 9Bu) + [ BB+ L), )
missé (merkitddn |B|:114 joukon B € B(R,) Lebesguen mittaa)
Llt) = 5 Hs € 0.8 By € (—e.e)}.
(b) Néyta (vihje: Ito-isometria), ettd kun € — 0,
/Ot G (BIL(Bs| < )dBs — 0 L2(P):ssi.
(c) Todista (viemilld e — 0 yhtélossd (1)) Tanakan kaava:
Bl =18+ [ sen(B)aB. + 100

missi L(t) = lim._o Lc(t) (L?(P):sséd) ja sgn(x) on luvun z merkki.



