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1 Määritelmiä

1.1 Satunnaismuuttujat

• Satunnaismuuttujan X jakauma on todennäköisyysmitta P (X ∈ ·).
• Satunnaismuuttujan X karakteristinen funktio on kuvaus R � u �→

E eiuX .

• Satunnaismuuttuja X on yksinkertainen, jos se voi saada vain äärellisen
määrän arvoja.

1.2 Satunnaisvektorit

• Satunnaisvektorin (X1, . . . , Xn) yhteisjakauma (tai jakauma) on to-
dennäköisyysmitta P (X1 ∈ ·, . . . , Xn ∈ ·).

• Todennäköisyysmittoja P (Xi ∈ ·), i = 1, . . . , n, kutsutaan satun-
naisvektorin (X1, . . . , Xn) reunajakaumiksi.

• Satunnaisvektorin (X1, . . . , Xn) karakteristinen funktio on kuvaus R
n �

u �→ E ei(u1X1+···+unXn).

1.3 Gaussiset jakaumat

• Satunnaismuuttuja X on standardoitu gaussinen, jos sen jakauman
tiheysfunktio on (2π)−1/2 exp(−x2/2).

• Satunnaismuuttuja Y on gaussinen, jos on olemassa luvut a ≥ 0 ja
b ∈ R sekä standardoitu gaussinen satunnaismuuttuja X siten, että
Y = aX + b.
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• Satunnaisvektori X = (X1, . . . , Xn) on standardoitu gaussinen, jos sen
koordinaatit ovat riippumattomia standardoituja gaussisia.

• Satunnaisvektori Y = (Y1, . . . , Yn) on gaussinen, jos on olemassa ma-
triisi A ∈ R

n×m, vektori b ∈ R
n sekä standardoitu gaussinen satun-

naisvektori X = (X1, . . . , Xm) siten, että Y = AX + b.

• Todennäköisyysmitta R
n:ssä on gaussinen, mikäli se on jonkin gaus-

sisen satunnaisvektorin jakauma.

1.4 Satunnaisprosessit

• Satunnaisprosessi (Xt) = (Xt)t∈T on joukon T ⊂ R+ parametrisoima
kokoelma satunnaismuuttujia Xt määriteltynä todennäköisyysavaruudella
(Ω,F , P ). Joukko T on prosessin X parametriavaruus.

• Satunnaisprosessin (Xt) otosta ω ∈ Ω vastaava polku on kuvaus t �→
Xt(ω).

• Satunnaisprosessin (Xt) virittämää todennäköisyysmittojen kokoel-
maa P (Xt1 ∈ ·, . . . , Xtn ∈ ·), n ∈ N, t1 < · · · < tn kutsutaan (Xt):n
äärellisulotteisiksi jakaumiksi.

• Satunnaisprosessin (Xt) historia on sigma-algebrojen kokoelma (Ft),
missä Ft = σ(Xs, s ≤ t).

• Satunnaisprosessi (Yt) on satunnaisprosessin (Xt) versio, jos (Yt) ja
(Xt) ovat määriteltyjä samalla todennäköisyysavaruudella ja P (Xt =
Yt) = 1 kaikilla t.

• Satunnaisprosessi (Xt) on gaussinen, mikäli satunnaisvektori (Xt1 , . . . , Xtn)
on gaussinen kaikilla n ∈ N ja t1 < t2 < · · · < tn.

• Satunnaisprosessi (Xt) on stationaarinen, mikäli prosesseilla t �→ Xt+h

ja t �→ Xt on samat äärellisulotteiset jakaumat, kaikilla h ≥ 0.

• Satunnaisprosessilla (Xt) on riippumattomat lisäykset, mikäli satun-
naismuuttujat Xt1 − Xt0 , . . . , Xtn − Xtn−1 ovat keskenään riippumat-
tomat sekä riippumattomat X0:sta kaikilla n ∈ N ja t0 < t1 < · · · < tn.

• Satunnaisprosessilla (Xt) on stationaariset lisäykset, mikäli proses-
seilla (Xt+h − Xh)t∈R+ ja (Xt − X0)t∈R+ on samat äärellisulotteiset
jakaumat kaikilla h ≥ 0.
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1.5 Brownin liike

• Reaaliarvoinen satunnaisprosessi (Bt) on standardoitu Brownin liike,
jos sen alkuarvo on nolla, sen polut ovat jatkuvat, sillä on riippumat-
tomat lisäykset, ja kaikilla t, h ≥ 0 pätee, että B(t + h) − B(t) on
gaussinen odotusarvolla nolla ja varianssilla h.
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