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3.1 Ehdollistaminen ja risppumattomuus. Olkoot X ja Y satunnaismuuttujia ja F sellainen
sigma-algebra, ettd X on F-mitallinen ja Y F:sta riippumaton. Nayta, ettéd kaikilla ra-
joitetuilla mitallisilla f : R? — R pitee

E{f(X,Y)|F} =g(X)
melkein varmasti, missé g(z) = E f(z,Y).

3.2 Brownin liikkeen Markov-ominaisuus. Olkoon B standardoitu Brownin liike ja (F;) sen
historia. Nayté, ettd kaikilla Borel-joukoilla A C R ja kaikilla s < t,

P(Bi € A|F;) =P (Br € A|B;) m.v.
(Vihje: Tehtava 3.1.)

3.3 Markov-prosessin operaattoripuoliryhmd. Olkoon (X;)icr, Markov-prosessi numeroitu-
vassa tila-avaruudessa S. Merkitdan symbolilla Cp rajoitettujen reaalifunktioiden joukkoa
S:1la. Maaritellaan funktio Ti f, missa f € Cp ja t € R, kaavalla

Tif(i) = B{f(X¢) | Xo =i}, i€
(a) Todista, etté kaikilla s, > 0 pétee

E{f(Xore) | i} = 21X = ) E{f(Xowe) | Xo = i} = o f(X0).
€S
(b) Todista, etté
Ts—l—tf = Tthf kaikilla f ey ja s, t e R+.

(c) Osaatko tulkita, miten b)-kohdan kaava voidaan esittéé siirtymématriisin avulla diskreet-
tiaikaisen Markov-prosessin tapauksessa?

3.4 Pysdiytyssigma-algebra. Olkoon 7 historian (F;) pysiytyshetki! todenniikdisyysavaruudessa
(Q,F,P).
(a) Nayta, etta Fr = {A e F: An{r <t} € F; Vt} on sigma-algebra.
(b) Néytéa, ettd 7 on Fr-mitallinen.
(c) Oletetaan, 7(w) = to kaikilla w, missé top € Ry. Nayté, etta talloin Fr = Fy,.

3.5 Jatkuvan satunnaisprosessin osumahetki. Olkoon X jatkuva satunnaisprosessi R%:ssi ja
C C R? suljettu. Maéritelldsin X m osumahetki joukkoon C' kaavalla

o =inf{t >0:X; € C},
missd sovelletaan kiytantod inf () = oco. Niyta, ettd 7o on X:n historian pysiytyshetki.

Vihje: Nayta, etta

{r<t}=() U {I1Xs ==l <1/n}.

n=1seQ(0,t) zeQINC

!Satunnaismuuttuja 7 joukossa [0, o0] on historian (F;) pysiytyshetki, jos {7 <t} € F; kaikilla ¢.



