Jyvaskylan yliopisto Harjoitus 4

Matematiikan ja tilastotieteen laitos Ma 11.4.2011
MATS353 Stokastiset differentiaaliyhtalot 2 L. Leskela
4.1 [lto-diffuusion generaattori. Olkoon X Ito-diffuusio R™:ssé, jolle

4.2

4.3

4.4

4.5

dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)dBt,
missd B on Brownin litkke R™:sséd ja b : R™ — R"™ ja o : R® — R"™ ™ ovat Lipschitz-jatkuvia.
Todista yksityiskohtaisesti [Oksendal, Lause 7.3.3], ettd X:n generaattori toteuttaa
82
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kaikilla kompaktikantajaisilla kahdesti jatkuvasti derivoituvilla f. (Vihje: Voit kdyttaa
tulosta |[Jksendal, Lemma 7.3.2].)

Yksiulotteisten diffuusioiden generaattoreita. Selvité seuraavien yksiulotteisten Ito-diffuusioiden
generaattorit:

(a) dX; = pXydt + odBy, missa u, 0 € R.
(b) dY; = rdt + aY;dBy, missa r,a € R.

Moniulotteisten diffuusioiden generaattoreita. Selvitd seuraavien moniulotteisten Ito-diffuusioiden

generaattorit:
dXy 1 0
<dX2) = (X2> dt + <€X1> dB;, B;€eR.

()= (a2 2) () moe

Monikohinaisen eksponentiaalisen kasvuprosessin generaattori. Olkoon B Brownin liike
R™:ssé ja 7, ap vakioita. Maaritd generaattori prosessille X, joka toteuttaa

(a)

dX; = rXydt + X, Y apdBy(t).
k=1

Brownin litkkeen poistumahetki pallosta. Olkoon B® Brownin liitke R™:ssé kdynnistettyna
pisteestd a € Kpg, missd Kp = {x € R" : ||z|| < R}. Merkitddn B®*mn poistumishetked
pallosta K symbolilla 7 = inf{t > 0: B*(t) ¢ Kgr}.

(a) Olkoon 7, = min(7,m), missi m € Z,. Todista, ettd
B||B()|* = |lalf* + n B (1)
(Vihje: Sovella Dynkinin kaavaa kompaktikantajaiseen funktioon f € C?2, jolle piitee
f(z) = ||z||? kaikilla = € Kg.)
(b) Nyt yhtilod (1) kiyttden, ettd B, < n '(R% — ||a||?) kaikilla m.
(c) Niytd, ettd 7 < oo melkein varmasti, ja ettd E7 = n~'(R? — ||al|?).

(d) Poistuuko Brownin liike melkein varmasti jokaisesta R™:n rajoitetusta joukosta?



