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5.1 Limpdoyhtilén alkuarvo-ongelma. Olkoon ¢ € C3(R™). Esitid Brownin liikkeen avulla ra-
joitettu ratkaisu alkuarvo-ongelmalle

1
8tg(tvl‘) - QA:Eg(tax) = 07 t> 07

5.2 FEris kaksiulotteinen diffuusio. Etsi Ito-diffuusio R?:ssa, jonka generaattori A toteuttaa
Ap(t,z) =log(1 4 23)01¢ + 1202 + 2202 + 202301020 + (1 + &*2) 03¢
kaikilla ¢ € C2(R?).
5.3 Blackin—-Scholesin yhtdls. Tarkastellaan osittaisdifferentiaaliyhtdloa
Opu(t,r) = —ru+ rxdyu + %5296283% t>0, xzé€eR,
u(0,2) = (& — K)+,

missé 7, 3, K > 0 ovat vakioita ja merkitddn a4y = max(a,0). Néytd Feynmanin—Kacin
kaavaa soveltaen, ettd ylldolevan yhtéalon ratkaisu on

e—rt 0

u(t,x) = NerT <xe(rf%ﬁ2)t+ﬁy _ K)+ eny/(2t) dy.

5.4 Differentiaalioperaattorin liitto-operaattori. Madritelladn lineaarioperaattori A kaavalla

Ad(z) = a(z)¢"(z) + b(x)¢'(x), ¢ € CF(R),

missi a,b € C?(R).

(a) Niytd, ettd Ag € L?(R) kaikilla ¢ € CZ(R).
(b) Merkitidsin L?(R):n sisituloa kaavalla (¢, ). Niyti, ettd (Ag, ) = (¢, A*) kaikilla
¢ € C2(R) ja ¢ € C%(R), missi

A*p(z) = (ag)"(z) — (b8)'(x).

5.5 Kolmogorovin etuperoinen yhtdlo siirtymdtiheyksille. Olkoon X diffuusio R:ssé, jolle pétee
dX; = b(z)dt + o(z)dB;. Oletetaan, ettd on olemassa siirtymaétiheys p:(x,y), jolle

B = [ " Fwpay) dy,

missd y — pi(z,y) on C? jat — pi(z,y) on CL.
(a) Niyti, ettd kaikilla € R, ¢t > 0 ja ¢ € C2(R) pitee

/_ " ()i y) dy = / " o) Api(e,y) dy,

missd operaattorin A = b0, + 50283 liitto-operaattori A* operoi funktioon y —
pt(xvy)'
(b) Todista, ettd dypi(z,y) = A*p(z,y) kaikilla z, y, t.

Vihje: Dynkinin kaava ja Tehtava 5.4.



